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�Ubungsaufgaben { Blatt 9Z�uri
h, 18. Januar 2006Zusammenfassung und AufgabenDie Aufgabenstellungen, die wir bisher betra
htet haben, zei
hnen si
h dadur
h aus, dasswir f�ur eine gegebene Probleminstanz (eine konkrete Fragestellung) eine L�osung (ri
htigeAntwort) bere
hnen sollen. Wir kennen also von Anfang an alle Informationen (die gesamteEingabe), die man zur Bere
hnung der L�osung brau
ht. Es gibt in der Praxis au
h vieleAufgaben, bei denen man am Anfang nur einen Teil der Information �uber eine Problemin-stanz zur Verf�ugung hat und eine Teill�osung bere
hnen und umsetzen muss, bevor manden n�a
hsten Teil der Eingabe erh�alt.Wir verans
hauli
hen dies an einem Beispiel. Wir stellen uns ein Dienstleistungszentrumvor, zum Beispiel ein Notarztzentrum mit 50 fahrenden �Arzten. Jeder Arzt verf�ugt �ubereinen eigenen Krankenwagen. Wenn ein Anruf in der Zentrale eingeht, muss einer der �Arztezum Unfallort oder zu der Wohnung des Patienten fahren, um dort die Behandlung aufzu-nehmen. Die Zentrale kann versu
hen, die Fahrten so zu steuern, dass gewisse Parameteroptimiert werden. Zum Beispiel kann versu
ht werden,� die mittlere Wartezeit auf die �arztli
he Hilfe so klein wie m�ogli
h zu halten,� die l�angste m�ogli
he Wartezeit so klein wie m�ogli
h zu halten, oder� die Fahrtkosten und damit die Gesamtl�ange der gefahrenen Stre
ken zu minimieren.Um dies zu errei
hen, hat die Zentrale mehrere Ents
heidungsm�ogli
hkeiten: Soll zu einemneuen Notfall ein Arzt aus dem Krankenhaus (der Zentrale) fahren oder ein Arzt, dergerade an einem anderen (viellei
ht nahegelegenen) Ort seine Arbeit abges
hlossen hat?Soll ein Arzt na
h der abges
hlossenen Behandlung eines Patienten zur�u
k zur Zentralefahren oder dort, wo er ist, auf weitere Eins�atze warten oder sogar eine neue strategis
hePosition einnehmen?In der klassis
hen Problemformulierung sind vorher alle Unfallorte, Unfallzeitpunkte undnotwendigen Behandlungszeitr�aume bekannt, und wir sollen eine L�osung (eine Zuteilungder Aufgaben auf die einzelnen �Arzte) su
hen, die den gew�ahlten Parameter optimiert. Esliegt auf der Hand, dass man in der Realit�at dieses Wissen �uber die Zukunft ni
ht haben1



kann. Die Zentrale kann ni
ht ahnen, wann und wo der n�a
hste Unfall passieren wird, undtrotzdem fordern wir, dass die Zentrale eine, wenn s
hon ni
ht optimale, dann zumindest gu-te Ents
heidungsstrategie verfolgt. Sol
he Problemstellungen nennen wir Online-Probleme,und die zugeh�origen L�osungsstrategien werden Online-Algorithmen genannt.Von sol
hen Situationen wie der oben bes
hriebenen kann man si
h viele vorstellen, zumBeispiel die Steuerung einer Taxizentrale oder einer Polizeistation. �Ahnli
h geht es au
hvielen Betrieben, die ihren Kundenauftr�agen Kapazit�aten (Mitarbeiter und Mas
hinen)zur Bearbeitung zuteilen m�ussen, ohne zu ahnen, wie viele, in wel
her Weise strukturierte,wie dringende oder wie lukrative neue Auftr�age in der n�a
hsten Zeit ankommen werden.Sol
he Probleme nennt man Arbeitsplanungsprobleme ("s
heduling\ im englis
hen). Die-se Online-Probleme sind meistens sehr s
hwer, weil die Zukunft sehr ung�unstig verlaufenkann. Es kann zum Beispiel passieren, dass man einen Arzt zur Zentrale zur�u
kzieht unddirekt, na
hdem er dort angekommen ist, ein Notruf von einem unmittelbaren Na
hbarndes soeben behandelten Patienten eingeht. Unter diesen Bedingungen eine gute Strate-gie zu �nden, kann sehr s
hwer sein, und oft ist es au
h so, dass es gar keine Strategiegibt, die f�ur jeden m�ogli
hen Verlauf der Zukunft eine akzeptable L�osung �nden kann. DieKunst der Algorithmik ist es, zu entde
ken, f�ur wel
he Online-Probleme gute Strategien(Online-Algorithmen) �uberhaupt existieren, und wann wir keine Chan
e haben, gute Ent-s
heidungen f�ur alle zuk�unftigen F�alle zu tre�en. Es ist aber au
h ni
ht selten so, dassman auf den ersten Bli
k meinen w�urde, gegen die unbekannte Zukunft gar ni
ht spielenzu k�onnen, und denno
h gelingt es, Online-Algorithmen zu entwerfen, die f�ur jeden Verlaufder Zukunft ann�ahernd optimale L�osungen eÆzient �nden k�onnen. Dies sind die kleinenWunder in diesem Teil der Algorithmik.Ein Beispiel f�ur ein sol
hes kleines Wunder wollen wir im folgenden vorstellen. Wir be-tra
hten Online-Probleme als Optimierungsprobleme.De�nition: Sei I eine Instanz eines Optimierungsproblems U . Mit OptU(I) bezei
hnenwir die Kosten der optimalen L�osungen f�ur I. Wenn man die ganze Eingabe kennt, kannman hypothetis
h immer eine optimale L�osung �nden. Sei A ein Online-Algorithmus f�urU . Wir bezei
hnen mit L�osungA(I) die von A bere
hnete L�osung f�ur die Probleminstanz Iund mit Kosten(L�osungA(I))die Kosten von L�osungA(I). Wir nehmen an, dass U ein Minimierungsproblem ist, dassman also eine zul�assige L�osung f�ur I mit minimalen Kosten su
ht.Ein Online-AlgorithmusA kann ni
ht garantieren, eine optimale L�osung zu bere
hnen, weilA Ents
heidungen tre�en muss, bevor A die ganze Probleminstanz (alle Anforderungen)kennt. Die G�ute von A messen wir daran, wel
he N�ahe zu einem Optimum von A garantiertwerden kann.Die Konkurrenzg�ute KonkA(I) des Online-Algorithmus A auf der Instanz I ist de�niert alsdie Zahl KonkA(I) = Kosten(L�osung(I))OptU(I) :Damit bes
hreibt KonkA(I), wieviel mal s
hle
hter die von A bere
hnete L�osung f�ur I2



kreiertA kreiertIS
hau mal, ein toller Algo-rithmus ADann probier einmal, A aufI einzusetzen. Da wirst dudein blaues Wunder erleben.Abbildung 1:gegen�uber einer optimalen L�osung ist.Aufgabe 24F�ur jede Probleminstanz I und jeden Online-Algorithmus A f�ur U haben wir OptU(I) undKosten(L�osungA(I)) de�niert. Was dr�u
kt die ZahlKosten(L�osungA(I))� OptU(I)OptU(I) � 100aus? 10 PunkteWir sagen, dass A ein Æ-konkurrenzf�ahiger Online-Algorithmus f�ur U ist, wenn f�ur alleInstanzen I von U KonkA(I) � Ægilt.Nehmen wir jetzt an, wir entwerfen eine Online-Strategie f�ur ein Optimierungsproblem Uund wollen KonkA(I) bestimmen. In der Informatik sagt man, dass wir die Konkurrenzg�utevon A analysieren wollen. Dies ist man
hmal ein sehr s
hweres Vorhaben. Wir kennen vieleF�alle (Probleme und Online-Algorithmen zu ihrer L�osung), in denen wir au
h na
h jahre-langen Versu
hen den Wert von KonkA(I) ni
ht ann�ahernd bestimmen k�onnen. Die S
hwie-rigkeit h�angt damit zusammen, dass man den maximalen Wert von KonkA(I) �uber alle po-tentiell unendli
h vielen Probleminstanzen I bestimmen soll. F�ur die Analyse von KonkA(I)haben si
h Fors
her ein hilfrei
hes Spiel zwis
hen einem Algorithmen-Designer und einemGegner ausgeda
ht. Der Algorithmen-Designer versu
ht, einen Online-Algorithmus zu ent-werfen, und sein Gegner versu
ht, dur
h S
ha�ung von s
hweren Probleminstanzen f�ur dieentworfenen Algorithmen zu beweisen, dass diese s
hle
ht sind (vgl. Abbildung 1).In diesem Spiel kann man den Algorithmen-Designer als Optimisten betra
hten, der si
h�uber das Produkt seiner Arbeit freut. Seinen Gegner kann man als Pessimisten betra
hten,der alle Produkte des Algorithmen-Designers anzweifelt und deren Nutzen zu widerlegenversu
ht. Gute Fors
hungsteams brau
hen beide Arten von Mitarbeitern, Optimisten wie3



Pessimisten. So kommen begeisterte Ideen zustande, die sorgf�altig �uberpr�uft, korrigiert undletztendli
h verbessert werden.Bei der Analyse von Online-Algorithmen betra
hten wir den Gegner als gemein. Dies resul-tiert aus seiner vorteilhaften Situation. Er kennt den Online-Algorithmus A und kann nundie Zukunft so gestalten, dass A ni
ht erfolgrei
h ist. Weil er A kennt, weiss der Gegnerf�ur jede Teilinstanz ganz genau, wel
he Teill�osung A liefert. Damit sieht das Spiel wie folgtaus. Der Gegner zeigt einen Teil der Zukunft und wartet ab, was A damit ma
ht. Dana
hkreiert der Gegner ein weiteres St�u
k der Zukunft. Na
hdem er si
h angesehen hat, wieA darauf reagiert, denkt er si
h die n�a
hsten Anforderungen aus. Der Gegner hat alsogute M�ogli
hkeiten, A an der Nase herumzuf�uhren. Wenn ihm dies gelingt, hat er damitbewiesen, dass KonkA ni
ht sehr gut sein kann.Wir pr�asentieren jetzt ein Beispiel f�ur ein Online-Problem, das sogenannte Problem desBl�atterns (Bl�atter-Problem, engl. "Paging\): Innerhalb eines Re
hners sind die Daten inEinheiten, den sogenannten Seiten, gespei
hert. Ein Re
hner hat zwei Arten von Spei
hern,einen kleinen Spei
her, den Ca
he mit Platz f�ur k Seiten, in dem wir einen sehr s
hnellenZugri� haben, und einen riesigen Hauptspei
her (HS), aus dem wir ni
ht direkt lesen k�onnen(vgl. Abbildung 2). Wenn wir Daten aus dem HS ansehen wollen, m�ussen wir sie zun�a
hstaus dem HS in den Ca
he �ubertragen und dann aus dem Ca
he lesen. Der Ca
he istmeistens voll, und wenn wir eine Seite aus dem HS dort hinbringen m�ussen, so musszun�a
hst im Ca
he Platz ges
ha�en werden, d. h. eine Seite aus dem Ca
he muss in denHS zur�u
kges
hi
kt werden. Wir bezei
hnen miti $ jdie Aktion, bei der die Seite i im Ca
he gegen die Seite j im HS ausgetaus
ht werden muss.Weil die Kosten f�ur den Zugri� auf den Ca
he sehr gering sind, betra
hten wir das Lesenaus dem Ca
he als kostenlos (Kosten 0). Der Aktioni $ jordnen wir die Kosten 1 zu.Wir betra
hten nun als Beispiel die folgende Situation: Wir haben einen Ca
he der Gr�os-se 3 (k = 3), der genau die drei Seiten 5, 30 und 107 enth�alt. Jetzt betra
hten wir dies
hon vollst�andig bekannte Probleminstanz I = (3; 107; 30; 1201; 73; 107; 30). Die optimaleL�osung hat Kosten 3: Der Re
hner holt zuerst die Seite 3 in den Ca
he und s
hi
kt daf�urdie Seite 5 zur�u
k in den Hauptspei
her. Die n�a
hsten angeforderten Seiten 107 und 30 ste-hen s
hon im Ca
he zur Verf�ugung. Dana
h holt man die Seite 1201 auf den Spei
herplatzder Seite 5 in den Ca
he. Die Seiten 30 und 107 werden ni
ht aus dem Ca
he entfernt,weil wir wissen, dass sie sp�ater no
h gebrau
ht werden. Im se
hsten S
hritt taus
hen wirdie Seite 1201 gegen die Seite 73 aus. Die letzten zwei Anforderungen konnen wir danno�ensi
htli
h ohne zus�atzli
hen Aufwand realisieren. Diese L�osung k�onnen wir als5$ 3; �; �; 3$ 1201; 1201$ 73; �; �bes
hreiben, wobei � einen S
hritt bes
hreibt, in dem kein Austaus
h zwis
hen Ca
he undHauptspei
her statt�ndet. 4
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Abbildung 2:Aufgabe 25Finden Sie optimale L�osungen f�ur die folgenden Instanzen des Bl�atter-Problems:(a) Es sei k = 3, der Ca
he enth�alt die Seiten 1, 2 und 3, und I = (7; 9; 3; 2; 14; 8).(b) Es sei k = 5, der Ca
he enth�alt die Seiten 1, 101, 1001, 1002 und 9, und I =(1002; 7; 5; 1001; 101; 3; 8; 1; 1002). 5+5 PunkteEs gibt man
hmal viele m�ogli
he L�osungen (bei jeder neuen Anforderung einer Seite, dieni
ht im Ca
he vorhanden ist, hat man k M�ogli
hkeiten, eine im Ca
he vorhandene Sei-te gegen die neue auszutaus
hen), und die Lage kann sehr un�ubersi
htli
h sein, aber mitSi
herheit besteht die M�ogli
hkeit, eine optimale L�osung zu �nden. Wenn man aber dasBl�atter-Problem als ein Online-Problem betra
htet, �andert si
h die Situation auf extremeWeise. Die Anforderungen kommen einzeln. Erst na
hdem man eine Anforderung erf�ullt,und daf�ur m�ogli
herweise eine Seite aus dem Ca
he entfernt hat, wird die n�a
hste Anforde-rung bekanntgegeben. Der Gegner hat hier einen grossen Spielraum und kann ri
htiggehendgemein werden. Er stellt als n�a
hste Anforderung gerade die Seite, die man soeben ent-fernt hat. Egal, wel
he Strategie man f�ur den Seitenaustaus
h verwendet, der Gegner �ndetimmer genau die Seite, die man gerade aus dem Ca
he entfernt hat. Damit muss es beider Bearbeitung einer von dem Gegner hergestellten Instanz bei jeder Anforderung zu ei-nem Austaus
h zwis
hen dem Ca
he und dem Hauptspei
her kommen und somit sind dieKosten die maximal m�ogli
hen. 5



Wir spielen dies an einem Beispiel dur
h: Sei k = 3, und der Ca
he enthalte die Seiten 1, 2und 3. Dann fordert der Gegner die Seite 4 an. Eine Seite muss also aus dem Ca
he entferntwerden. Nehmen wir an, die betra
htete Strategie entfernt die Seite 2, um daf�ur die Seite 4in den Ca
he zu laden. Dann fordert der Gegner im n�a
hsten S
hritt die Seite 2 an. DieSeite 2 ist ni
ht mehr im Ca
he vorhanden, muss also erneut aus dem HS geholt werden.Nehmen wir an, die Online-Strategie f�uhrt den Austaus
h 4$ 2 dur
h. Dann fordert derGegner im n�a
hsten S
hritt die Seite 4 an. Falls si
h die Strategie f�ur den Austaus
h 1$ 4ents
heidet und diesen dur
hf�uhrt, dann fordert der Gegner die Seite 1 an, die zum Beispieldur
h den Austaus
h 4$ 1 geholt werden kann. Somit entstehen die Instanz(4; 2; 4; 1)und ihre zul�assige L�osung 2$ 4; 4$ 2; 1$ 4; 4$ 1mit maximal m�ogli
hen Kosten 4. Eine optimale L�osung f�ur diese Instanz w�are aber3$ 4; �; �; �mit Kosten 1.Aufgabe 26Betra
hten Sie die folgende Online-Strategie: Es wird immer die Seite mit der kleinstenNummer aus dem Ca
he entfernt. Nehmen wir an, dass k = 4 und dass der Ca
he dieSeiten 1, 3, 5 und 7 enth�alt. Spielen Sie die Rolle des Gegners, und entwerfen Sie eineProbleminstanz mit 10 Anforderungen (also eine Instanz der L�ange 10), so dass dieseOnline-Strategie eine L�osung mit den Kosten 10 produziert. 10 PunkteBonus-Aufgabe 10Ein Online-Algorithmus nehme immer diejenige Seite aus dem Ca
he heraus, die bisheram wenigsten na
hgefragt wurde. Wenn mehrere sol
he Seiten vorhanden sind, dann wirddiejenige mit der gr�ossten Nummer entfernt. Spielen Sie den Gegner f�ur diese Strategie,und entwerfen Sie jeweils eine Instanz, f�ur die diese Strategie zu maximalen Kosten f�uhrt,f�ur folgende Startsituationen und Zielsetzungen:(a) Sei k = 4, der Ca
he enthalte die Seiten 1, 2, 3 und 4, und die Instanz I soll dieL�ange 4 haben und es soll OptBl�attern(I) = 1 gelten.(b) Sei k = 5, der Ca
he enthalte die Seiten 1, 7, 103, 5 und 9, und f�ur die entworfeneInstanz I soll OptBl�attern(I) = 2 gelten. 5+5 Bonus-PunkteIhre L�osungen zu den Aufgaben k�onnen Sie entweder pers�onli
h bei der Open-Class-Ver-anstaltung am 25. Januar 2006 abgeben oder bis zum 25. Januar per E-Mail (m�ogli
hst alsPDF-Datei) an hjb�inf.ethz.
h oder per Post an folgende Adresse s
hi
ken:6



Dr. Hans-Joa
him B�o
kenhauerInformationste
hnologie und AusbildungETH Zentrum CAB F 11.1Universit�atsstrasse 68092 Z�uri
hBitte vergessen Sie ni
ht, Ihre L�osung mit Ihrem Namen und Ihrer E-Mail-Adresse zuversehen.Falls Ihre L�osung uns bis zum 25. Januar 2006 um 12.00 Uhr errei
ht, k�onnen Sie diekorrigierte L�osung bereits in der Veranstaltung am 25. Januar abholen. Ansonsten k�onnenSie die L�osung ab dem 27. Januar bei Herrn Dr. B�o
kenhauer im B�uro abholen. Auf Wuns
herhalten Sie die L�osung au
h per Post zuges
hi
kt, in diesem Fall vermerken Sie bitte Ihrevollst�andige Postadresse auf Ihrer L�osung.
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