Anmerkungen zum Arbeitsblatt ,Festigung der Vorstellung einer Rekurrenzgleichung”

Entstanden im Rahmen der IN-Fachdidaktik Il als Auftrag zum Thema ,, Induktion als
Forschungsinstrument und eine Methode zum Entwurf von effizienten Algorithmen®.

Vorwissen:

Die Induktion als Instrument zum Lésen von Problemen sollte bereits mit ein paar Beispielen
eingeflihrt worden sein, insbesondere sollte bekannt sein, was eine Rekurrenzgleichung ist.
Zum Beispiel kdnnte vorgangig zu diesem Auftrag anhand folgender beider Beispiele das
Prinzip der Induktion eingefiihrt werden:

a) Anzahl Schnittpunkte, wenn in einer Ebene n Geraden in allgemeiner Lage gezeichnet
werden.
b) Anzahl Teile einer Ebene, wenn n Geraden in allgemeiner Lage gezeichnet werden.

Fir den 2.Teil des Auftrags braucht es Kenntnisse zu Matrizen. (Allenfalls sind im
Zusammenhang mit Graphen bereits Adjazenzmatrizen bekannt, allenfalls werden Matrizen
im EF oder SF Mathematik ausfiihrlicher besprochen. Der 2.Teil bietet eine Gelegenheit die
Geschichte und Bedeutung der immer effizienteren Matrixmultiplikation zu wiirdigen.)

Zielsetzung:

In diesem Auftrag geht es darum die Vorstellung einer Rekurrenzgleichung zu festigen. Und
den Transfer zwischen Mathematik und Informatik an einem Beispiel exemplarisch
vorzufiihren.

Aufgaben:
Diese werden in einem separaten Dokument und druckreif als Arbeitsblatter abgelegt.
Anmerkung:

Punktemuster/Figurierte Zahlen bieten ein weites Feld an Moglichkeiten um das Prinzip der
Induktion zu verinnerlichen. Hier sind noch zwei weitere — ausgefallenere — Beispiele:

Funfeckzahlen

.ﬁ@@@

Pyramidenzahlen




Fazit:

Punktmuster bieten sich - durch ihre unmittelbare Anschaulichkeit — an, um das Prinzip der
Induktion flr Schilerinnen und Schiiler zugénglich zu machen. Durch die Festigung der
Vorstellungen einer Rekurrenzgleichung, konnten die Schiilerinnen und Schiiler in einem
weiteren Schritt weitere auch abstraktere Beispiele verstehen und werden so vorbereitet um
spater das Prinzip der Induktion auch im Kontext der Informatik einsetzen zu kénnen. Im
2.Teil wird die Bedeutung der Induktion am Beispiel der Komplexitatsanalyse von einem
Algorithmus aufgezeigt.

Losungen zu den Auftragen:
1.Teil: Vollstandige Induktion

Problem 1: Anzahl Diagonalen im n-Eck

Auftrag 1.1: Zeichne je ein Viereck, ein Flinfeck und ein Sechseck und zahle jeweils die
Diagonalen.
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Auftrag 1.2: Suche eine Regel bzw. eine Formel fiir die Anzahl der Diagonalen in einem n-Eck.
Prife deine Regel an einem Beispiel.

Offenbar gibt es von jeder Ecke aus genau n — 3 Diagonalen, namlich zu allen Eckpunkten
ausser zu sich selbst und zu den beiden Nachbarspunkten. Wenn man die Diagonalen fir n-
Ecken zahlt, kommt man also auf n - (n — 3) hat dabei aber jede Diagonale doppelt gezahlt.
Korrekt ist also die Formeln - (n — 3) : 2.

Auftrag 1.3: Stelle nun eine Rekurrenzgleichung fiir die Anzahl der Diagonalen im n-Eck auf.

T(n+1)=T(n)+(n+1-3)+1

T(3)=0




Die Abbildung zeigt, dass das 5-Eck
zusatzlich zu den Diagonalen des 4-Ecks
weitere (5-3) + 1 Diagonalen hat.

Namlich die (5-3) Diagonalen pro Ecke
und die eine Diagonale, die aus einer
Verbindungsstrecke zur Diagonalen wird.

Auftrag 1.4: Verifiziere, dass die Formel aus Auftrag 1.2 die Rekurrenzgleichung erfillt.

Zu zeigen ist, dass T(n) =n - (n — 3) : 2 sowohl den Induktionsschritt erfiillt, als auch die
Induktionsverankerung.

Induktionsschritt:
Zu zeigenist,dass(m+1)-(n+1—-3):2=n-n—3):2+ (n+1-3) + 1.
Starten wir mit dem Ausdruck auf der rechten Seite:
n-(n—3:2+Mn+1-3)+1 =n-n—-33:2+Mn-1)
=n-n—3):24+n—-1)-2:2
=(n-n—=3)+(n—-1)-2):2
=(n?-n-2):2
=(n+1)(n—-2):2
=(n+1)-(n+1-3):2

Induktionsverankerung: T(3)=3-(3—-3):2=0

Auftrag 1.5: In Auftrag 1.2 wurde eine Formel fiir die Anzahl der Diagonalen im n-Eck
gefunden, dazu wurden kombinatorische Uberlegungen verwendet, alternativ
kann eine solche explizite Gleichung flir T(n) direkt aus der Rekurrenzgleichung
gewonnen werden: Entwickle diese explizite Gleichung durch wiederholtes
Einsetzen.

T(n+1) =T(n) +n—1 (der Term aus Auftrag 1.3 lasst sich vereinfachen)
=T(n-1)+(n—-2)+(n-1)
=T(n=-2)+(n=3)+(n-2)+(n-1)

=T(n—-(n=-3))+(n—-(n=-2))+...+(n=2)+(n-1)
=T(3)+2+3+4+..+(n=-2)+(n-1) [T(3)=0]
= 2 + 3 + 4 +.+4(nh=-2)+(n-1)

(n=1)+(n-2)+(n-4)+..+ 3 + 2 (Trick: kl. Gauss)




=(n+1)-(n-2):2
d.h.T(n)=n-(n- 3):2 (wie bereits aus Auftrag 1.2 bekannt)

Problem 2: Anzahl Verbindungsstrecken zwischen n Punkten in allgemeiner Lage

Auftrag 2.1: Zahle alle moglichen Verbindungsstrecken, wenn vier bzw. sechs Punkte in
allgemeiner Lage gegeben sind.

Auftrag 2.2: Suche eine Formel bzw. eine Regel fiir die Anzahl Verbindungsstrecken von n
Punkten in allgemeiner Lage.

Nun gibt es von jedem Punkt aus genau n—1 Verbindungsstrecken, namlich zu allen
Punkten ausser zu sich selbst. Wenn man die Verbindungsstrecken fir n Punkte in
allgemeiner Lage zdhlt, kommt man also auf n - (n — 1) hat dabei aber jede Diagonale
doppelt gezihlt. Korrekt ist also die Formeln-(n — 1) : 2.

Auftrag 2.3: Stelle nun eine Rekurrenzgleichung fiir die Anzahl der Verbindungsstrecken von
n Punkten auf.

T(n+1) =T(n) +n

T(1)=0

Die Abbildung zeigt, dass bei 5 Punkten
zusatzlich zu den Verbindungsstrecken von
4 Punkten weitere 4 Verbindungsstrecken
hat.

Namlich genau die 4 Verbindungsstrecken
pro Punkt.

Auftrag 2.4: Verifiziere, dass die Formel aus Auftrag 2.2 die Rekurrenzgleichung erfillt.

Zu zeigen ist, dass T(n) =n - (n — 1) : 2 sowohl den Induktionsschritt erfiillt, als auch die
Induktionsverankerung.




Induktionsschritt:

Zu zeigenist,dass(n+1)-(n+1—-1):2=n-(n—1):2 + n.

Starten wir wiederum mit dem Ausdruck auf der rechten Seite:

n-(n—1:2+n =n-((n—1):2+1)

e (4 2)
2 2

Induktionsverankerung: T(1)=1-(1—-1):2=0

n (2
()

=n+1)-(n+1-1):2

—1+2)
2

Auftrag 2.5: Entwickle die explizite Gleichung von T(n) durch wiederholtes Einsetzen in die
Rekurrenzgleichung.
(Alternative zu den kombinatorischen Uberlegungen in Auftrag 2.2).

T(n+1) =T(n) +n

=T(n=1)+(n—=1)+n

=T(1)+1+2+3+..+n

=1+ 2

n+(n=1)+(n—=2)+.... +

=(n+1)-n:2

dh.T(n)=n-(n-1):2

Problem 3: Anzahl Punkte im Punktmuster der Dreieckszahlen

+

3 +..

+

[T(1) = 0]

+(n=2)+(n=1)+n

+1

(wie bereits aus Auftrag 2.2 bekannt)

[Trick: kl. Gauss]

Wir betrachten nochmal die gleiche Zahlenfolge, wie im Problem 2, namlich:

n Punkte 1 2 3 4 5 6
Anzahl 0 1 3 6 10 | 15
Verbindungsstrecken

Diese Folge 1, 3, 6, 10, 15, ... kann auch wie folgt veranschaulicht werden:




Wir nennen diese Folge deshalb auch die Folge der Dreieckszahlen.

Auftrag 3.1: Stelle eine Formel fiir die Anzahl Punkte der n.ten Dreieckszahl auf.

Wir kennen diese Formel im Prinzip bereits, weil wir die Zahlenfolge ja bereits studiert
haben. Stattn- (n — 1) : 2 ist es jetzt aber (n + 1) - n : 2, weil die Zahlenfolge nicht mit
dem 1.Folgenglied O der Folge 0O, 1, 3, 6, 10, 15 beginnt, sondern mit dem 2.Folgenglied 1.
Das alte n+1.te Folgenglied ist also das neue n.te Folgenglied, wir missen also in der alten
Formel n ersetzten durch n+1.

Auftrag 3.2: Stelle eine Rekurrenzgleichung fiir die Anzahl Punkte der n.ten Dreieckszahl auf.

T(n+1) =T(n) + n+1

T(1)=1

Die Abbildung zeigt, dass bei der n+1.ten
Dreieckszahl zusatzlich zu den Punkten der n.ten
Dreieckszahl genau n+1 Punkte hinzukommen.

Auftrag 3.3: Zu Priifen, ob die Formel aus dem Auftrag 3.1 die Rekurrenzgleichung erfiillt,
wollen wir uns sparen, weil die Umformungen ganz analog wie oben im Auftrag
2.4 sind. Hingegen soll hier noch ein eindriicklicher Beweis betrachtet werden.
Das folgende Bild ,beweist” - ohne Worte - eine Summenformel, welche?




Esistdie Formel: 1+ 2+ -4+n=n-(n+1):2

Wenn wir in dieser Figur wieder die n.te Dreieckszahl sehen, dann sehen wir, dass zwei
solche Dreiecksfiguren ein Rechteck mit Seitenlangen n und n+1 bilden. Die Punktezahl der
n.ten Dreiecksfigur ist also — das wird hier nochmals klar - n - (n + 1): 2. Andererseits
entspricht diese Punktezahl der n.ten Dreiecksfigur offensichtlich auch der Summe 142+
N,

Problem 4: Anzahl Punkte im Punktmuster der Quadratzahlen

Ahnlich kénnen wir eine Folge von Quadratzahlen betrachten:

Auftrag 4.1: Die Formel fir die n.te Quadratzahl (= Anzahl Punkte der n.ten Quadratfigur) ist
offensichtlich n2. Weniger offensichtlich ist die dazugehérige
Rekurrenzgleichung, wie lautet sie?

Tm+1)=Tn)+2-(n+1)—-1
T(1) =1

Die Abbildung zeigt, dass bei der n+1.ten Quadratzahl
zusatzlich zu den Punkten der n.ten Quadratzahl genau

2 - (n+ 1) — 1 Punkte hinzukommen — einmal horizontal
n+1 Punkte, einmal vertikal n+1 Punkte — minus 1, weil
man einen Punkt sonst doppelt zahlt.

Auftrag 4.2: Verifiziere, dass die Formel T(n) = n? die Rekurrenzgleichung erfiillt.

Zu zeigen ist, dass T(n) = n? sowohl den Induktionsschritt erfiillt, als auch die
Induktionsverankerung.

Induktionsschritt:

Zu zeigenist,dass(m+1)2 =n?+2-(n+1) — 1.

Dazu kdénnen wir beide Seiten ausmultiplizieren, wir erhalten:
n+1D?=n?+2n+1

Und andererseits:




n?+2-n+1)—1=n>+2n+2-1
=n’+2n+1

Induktionsverankerung: T(1) =12 = 1

Auftrag 4.3: Entwickle die explizite Gleichung von T(n) durch wiederholtes Einsetzen in die
Rekurrenzgleichung.
(Dies sollte die offensichtlich korrekte Formel T(n) =n? bestatigen.)

T(n+1) =T(n)+2n+1 (der Term aus Auftrag 4.1 lasst sich vereinfachen)
=T(n-1)+2(n-1)+1+(2n+1)
=T(n=2)+2(n=-2)+1+(2n—-1)+(2n + 1)

=T(1)+2-1+1+..+(2n=-3)+(2n—-1)+(2n+ 1) [T(1)=1]
=1+3+5+.+(2n-3)+(2n—-1)+(2n+1)

[= Summe der ersten n+1 ungeraden Zahlen]

=(n+ 1)?

d.h. T(n) =n? (Die offensichtliche Formel bestétigt sich.)
2.Teil: Effiziente Algorithmen fiir die Matrixmultiplikation

Problem 5: Matrixmultiplikation

a1 - Qqn b11 bln
Eingabe: Zwei (n X n)-Matrizen A=< : : ) und B=| : :
An1 - Qun bnl bnn
€11 - Cip
Ausgabe: C=< : : ) mit c;j = Yoy Qi " brj, 1< 0,j<n
Cni o Cpn

Auftrag 5.1: Wie viele Multiplikationen und Additionen braucht es fiir die Berechnung von C?
Wie viele Operationen braucht es insgesamt fiir allgemeines n, wie viele fir
n=27

Dieser naive Algorithmus benutzt drei verschachtelte Schleifen tiber i, j und k. Das ergibt:
n®-n Multiplikationen




n®-(n-1) Additionen
2n3-n? Operationen
Fiir n=2 sind es also 8 Multiplikationen und 4 Additionen.

Auftrag 5.2: Wir betrachten flr den Fall n=2 den alternativen Strassen-Algorithmus:

A-B=C=(C11 Clz) mit C11 =My + My — My + mg
€21 C22
Cip = My + Mg
C;1 = Mg+ My
Cyp =My — M3z +Ms — My
my = (a1 — Azz) * (ba1 + byy)
my = (ag1 + azz) * (b11 + byy)
mz = (ayq — az1) * (by1 + by2)
my = (aq +ag2)
Mg = aqq * (b1z — byy)
Mg = Ay * (ba1 — by1q)
my; = (a1 + az;) * b1y

Fiir einen Computer sind Multiplikationen viel aufwandiger als Additionen, so
dass die benotigten Additionen vernachlassigt werden kénnen: Warum ist der
Strassen-Algorithmus effizienter als der naive Algorithmus? Wie viele
Multiplikationen und Additionen braucht der Strassen Algorithmus fiir n=2?

Diese Methode nutzt 7 Multiplikationen und 18 Additionen. Es sind also zwar viel mehr
Additionen als beim naiven Algorithmus, aber eben — und dies ist entscheidend - eine
Multiplikation weniger.

Auftrag 5.3: Verifiziere, dass ¢,y = mg + m,, das heisst, dass der Strassen-Algorithmus fur
C51 tatsachlich dasselbe berechnet wie der naive Algorithmus.

(Dies gilt auch fiir ¢11, ¢12, C22.)

Mg + My = ayy * (by1—b11) + (a1 + azy) " byg
=Qpp " by =gz " b11 + Azq° b11 + azz by
=Qyz " by + az1byy

Auftrag 5.4: Nun wollen wir den Strassen-Algorithmus flir zwei (n X n)-Matrizen betrachten,
wobei n=2¥und k € N:

M=(A PVN=(E DYund s, = (B-D)(G-H)

C D G H
S, = (A+D)(E +H)
Si=(A-C)E + F

Ss = A(F -H)

S¢ = D(G -E)

S; =(C +D)E
, o (S1HS2 =S4 + Se S4-Ss )
Wir berechnen: M - N —( Se+ S, Sy- Sa+Ss- S,




Verifiziere dhnlich wie in c), dass S¢ + S; = CE + DG.
(Wiederum berechnet also der Strassen-Algorithmus dasselbe wie der naive
Algorithmus, und dies gilt auch wiederum fir das gesamte Produkt M - N)

S¢+S,=D(G-E) +(C+D)E = DG-DE +CE +DE = CE + DG

Auftrag 5.5:  Sei T(n) die Anzahl der Operationen, welche der Strassen-Algorithmus fur die
Multiplikation zweier (n X n)-Matrizen benétigt.

Begriinde warum die RekurrenzgleichungT(n) = 7T (%) + gnz gilt.

Der Strassenalgorithmus greift auf 7 Multiplikationen von (g X %)—Matrizen zurlick
(Rekursion), hinzu kommen 18 Additionen von (g X %)—Matrizen. Dies ergibt 7 -

T (2) Multiplikationen und 18 2.2 Additionen, insgesamtalso T(n)=7-T (2) +2n2
2 2 2 2 2

Auftrag 5.6: Bestimme eine explizite Form fiir T(n).

T(1)=1
T(n) =77 (3)+2n?

7(r @)1 @)+

TG 43 (47 @ 5 (@)

~78T(1) +§n2 ) <1 +7- (%)2 +... 7k 1. ( k1_1)2>

N

7k
AN

=7k +§n2 - (‘E)_l ) [Summenformel 1 + q + ¢%+....+q* 1 = qq-1]
4

7)log2n

9 z
— 7log2n + Enz . (4 - 1) 7log2n — nlog27

1 log,n
2) (Z) kiirzt sich mit n?

9 7logzn - n2
- —

4

- nlog27 +6- (nlog27 _ n2)

— nlog27 +

= 7nl0927_ gn?

Auftrag 5.7:  Die Anzahl Operationen vom naiven Algorithmus waren in O(n?), die Anzahl
Operationen vom Strassen-Algorithmus sind in O(n*). Wie gross ist x?

Die Komplexitit des Strassen-Algorithmus ist in O(n!°927), das heisst x =log,7 ~2.807.




