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0 Konzeption der Unterrichtseinheit

Analyse des Themas

In dieser Unterrichtseinheit wurde eine FEinfihrung in die Graphentheorie fiir
junge (8-10 Jahre alte) und begabte Schiiler und Schiilerinnen entwickelt. Die
Unterlagen sind als Handbuch fiir eine Lehrperson, die nicht unbedingt Vor-
wissen in der Informatik hat, gedacht. Deshalb wird der Bezug zur Informatik
immer erklirt, obwohl die Erklirungen nicht sehr formell sein werden. Da die
Aufgaben aber fiir die Schiiler sind, werden sie sehr spielerisch und graphisch
dargestellt.

Was ist Intelligenz?

Wozu sind begabte Kinder fihig, wenn sie geférdert werden? [S][I]
Gemiss der amerikanischen Intelligenzforscherin Linda Gottfredson ist Intelli-
genz “eine sehr allgemeine geistige Kapazitit, die unter anderem die Fahigkeit
zum schlussfolgernden Denken, zum Planen, zur Problemlésung, zum abstrakten
Denken, zum Verstindnis komplexer Ideen, zum schnellen Lernen und zum Ler-
nen aus Erfahrung. Fs ist nicht reines Biicherwissen, keine enge akademische
Spezialbegabung, keine Testerfahrung. Vielmehr reflektiert Intelligenz ein brei-
teres und tieferes Vermdgen, unsere Umwelt zu verstehen, ‘zu kapieren’, ‘Sinn
in den Dingen zu erkennen’ oder ‘herauszubekommen’ was zu tu ist.*

Der beriihmte Intelligenzquotient, kurz IQ, wird von der Resultat eines Intel-
ligenztests abgeleitet und misst die individuelle Intelligenzunterschied der Men-
schen. Der 1Q folgt einer Normalverteilung und die Mittelwert dieser Verteilung
ist 100. Fast 70% der Menschen haben IQ zwischen 85 und 115.

Menschen mit einem IQ iiber 115 sind iiberdurchschnittlich intelligent. Das
sind etwa 15% der Bevélkerung und sie werden oft als die Begabten bezeichnet.
Die Hochbegabten sind ca. 2% der Bevélkerung und weisen einen IQ von 130
und hoher auf.

Begabte Kinder sind Kinder mit hoher Intelligenz und somit einem besonders
grossen Entwicklungspotenzial. Das Potenzial kann sich nur entfalten und in
aussergewoOhnliche Leistung umgesetzt werden, wenn das Kind gefordert wird.

Die begabten Kinder verfiigen iiber kognitive Fahigkeiten, die Kinder norma-
lerweise nur spéter ins Leben beweisen konnen. Wenn man von diesen Féhigkeiten
absieht, sind begabte Kinder aber wie alle anderen Kinder. Das heisst, dass be-
gabte Kinder fihig sind, sich mit anspruchsvollen Themen zu befassen, solange
diese an ihr Alter angepasst sind. Und genau das ist, was in dieser Unterrichts-
einheit versucht wird.

Wie wurde das Thema altersgemifl angepasst?

Das Thema Graphen wird ohne Computer eingefiihrt. Einerseits haben die
Schiiler meist nicht geniigend Programmieren-Erfahrung, um Graphenalgorith-
men zu automatisieren. Andererseits ist es viel wichtiger, dass sie neue Werk-
zeuge kennenlernen oder selbst entdecken, die die Losung verschiedener Gra-
phenproblemen auf einer systematischen Art und Weise ermoglichen.

Die Aufgaben sind meistens anspruchsvoll, aber spielerisch und unkompli-
ziert dargestellt. Sie sehen meistens attraktiv aus und haben Bezug zu verschie-
denen alltiglichen Anwendungen. Somit sind die Aufgaben moglichst motivie-
rend.



Zentrale Fachbegriffe

In der Vorbereitung dieser Unterrichsunterlagen wurden die themenbezogenen
Konzepte anhand der Begriffswolken analysiert, um folgende Fragen zu beant-
worten:

e Sollen die SuS besonderes Vorwissen in der Informatik haben?

e Welches Wissen wird neu beigebracht? Und welche Zusammenhénge zwi-
schen den grundlegenden Graphenkonzepten gibt es?

e Wie soll man den Stoff vermitteln, abgrenzen und an die Vorkenntnisse,
Alter und Fahigkeiten der SuS anpassen?

Diese Analyse und generell die Konzeption der Lektionen, basiert in erster Linie
auf den Biichern von Cormen et al. [3], von Ottmann und Widmayer [7] und
von Nitzsche [6]. Vergleiche zur Strukturierung der Inhalte und fiir die deut-
sche Terminologie wurden zusétlich folgende Texte konsultiert: die Schulbiicher
einfach Informatik von Hromkovi¢ [4], [5] und das Buch von Nitzsche [6].

In den folgenden Begriffswolken sind die zentralen Graphenkonzepte, die die
SuS nach der Einfithrung kennenlernen sollen, mit griin eingefirbt. Die grauen
Konzepte werden nicht vermittelt.

Dazu werden die folgenden Graphenprobleme abgedeckt:

e die Traversierung eines Graphen und insbesonders die Breitensuche

e Anwendungen der Breitensuche wie: das Entdecken der zusammenhingenden
Komponente, das Finden des kiirzesten Wegs oder das Testen, ob ein
Graph bipartite ist

e Graphenfirbung

Inhaltliche Abgrenzung

Die vermittelten Algorithmen werden umgangssprachlich formuliert, durch vie-
le lebensnah Beispiele veranschaulicht und durch detaillierte Durchfithrungen
erkliart. Die Algorithmen werden aber nicht implementiert.

Es werden wenige Graphenkonzepte explizit benutzt. Die angewendeten Gra-
phenkonzepte werden eher intuitiv erklédrt und sie werden nicht ganz formell de-
finiert. Auf Beweise wird vermieden, aber es wird intuitiv gezeigt, warum etwas
so funktioniert.

Nicht inbegriffen sind Konzepte wie gerichtete oder gewichtete Graphen,
Bédume und andere Graphenthemen wie Graphenalgorithmen fiir Optimierungs-
probleme (z.B. minimaler Spannbaum, kiirzesten Wege in Graphen), Fliisse in
Netzwerken und Biume (Binédre Baume, die Traversierung des Baums, Suchbdume).

Vorausgesetztes Vorwissen

Es wird kein Vorwissen in der Informatik fiir die Bearbeitung des Unterrichtss-
toff vorausgesetzt.
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Lernziele nach dem Zielebenenmodell
Leitidee

Der Graph ist ein méchtiges Kernkonzept in der Informatik und damit kénnen
reale Situationen abstrakt beschrieben werden. Gute solche Beispiele sind Netz-
werke aller Arten (Strassen oder OV Karten, soziale Netze, usw.). Durch diese
Modellierung lisst sich eine grossen Vielfalt an Problemszenarien durch bekann-
te und gut verstandene Graphenalgorithmen losen, wie z.B. die Einteilung der
Personen/Objekten in Gruppen, die Optimierung in Routenplanen, das Erstel-
len von Terminplénen.

Diese Probleme gehoren zu unseren Alltag und zu der von den Menschen
entwickelten Welt, deshalb stellt das Verstehen der Probleme und deren Lésung
ein wichtiger Beitrag zur Allgemeinbildung dar.

Zusatzlich werden mit Graphen die Fdhigkeiten zum schlussfolgernden Den-
ken, zum Planen, zur Problemlésung, zum abstrakten Denken, zum Verstindnis
komplezer Ideen aufgebaut. Diese Fahigkeiten sind wessentlich fiir die Forderung
der algorithmischen Denkweise.

Dispositionsziele

e Die Schiiler erkennen typische Graphenprobleme im Alltag und versuchen
anhand von Graphen die Probleme zu modellieren.

e Sie kennen Verfahren zur Losung spezieller Graphenprobleme (z.B. Brei-
tensuche) und wenn sinnvoll anwenden sie diese Verfahren um die gegebe-
nen Probleme zu l6sen.

Operationalisierte Ziele

e Die Schiiler erkldren anhand Beispielen aus dem Alltag die grundlegenden
Konzepte der Graphentheorie (Graph, Knoten, Kante, Grad, Zusammen-
hang usw.), ohne Hilfsmittel.

e Sie erkennen neue Probleme, die sind Instanzen des gelernten Graphenpro-
bleme. Ohne Hilfsmittel modellieren sie die Eingabe oder die Ausgabe des
neuen Problem als Graph und 16sen das Problem mit einem der gelernten
Graphenalgorithmen.

e Sie kennen vier Darstellungen von Graphen (graphisch - als Bild oder
textbasiert - die Kantenliste, die Nachbarschaftsliste oder die Nachbar-
schaftsmatrix) und kénnen ohne Hilfsmittel von eine Darstellung zu eine
andere Darstellung umwandeln.

e Sie verstehen, wie eine Graphendarstellung die Beziehung zwischen Daten
eines alltdglichen Problems abstrahiert. Sie beantworten Fragen iiber diese
Beziehung anhand einer gegebene Graphendarstellung (z.B. anhand eines
Freundschaftgraphen - sind die Freunde?).

e Sie verstehen die gelernte Graphenalgorithmen und kénnen auf dem Stand
in eigenen Worter erldutern, wie sie funktionieren, welche Eigenschaften
des Graphen sie entdecken kénnen und allgemein wozu der Algorithmus
notig in unserem Alltag ist.



e Sie fithren einen gelernten Graphenalgorithmus auf einen vorgegebenen
Graphen mittels Zeichnungen die Verinderungen der Graphen durch.

e Sie erklidren Intuitiv auf ein gegebenes Beispiel, warum gelernte systema-
tische Verfahren das gewiinschte Resultat liefern.

Strukturierung des Unterrichts

Die Unterrichtsinhalte werden in vier Hauptkapiteln vermittelt: Der Graph und
das Eulertour-Problem, Graphendarstellungen, Die Traversierung eines Graphen
und Graphenfirbung.

Im ersten Kapitel werden die grundlegenden Graphenkonzepte eingefiihrt.

Parallel dazu wird das Eulertour-Problem durch lebensnahe Beispiele erlautert,
anhand von Graphen modelliert und dadurch analysiert. Schlussendlich wird ein
Verfahren fiir seine Losung von den Schiiler entdeckt/entwickelt.

Danach werden die Schiiler die Gelegenheit haben, textbasierte Graphen-

darstellungen selbst zu entwickeln. Sie werden dann die hdufig angewendeten
Darstellungen kennenlernen und sie in vielfiltigen Situationen iiben.

Als Graphentraversierung werden die Schiiler die Breitensuche kennenlernen.

Sie werden auch den Algorithmus in echten Lebenssituationen anwenden (z.B.
Personen nach verschiedenen Kriterien einteilen, kiirzeste Wege in Labyrinthen
finden).

Im letzten Kapitel werden sie mit der Graphenfirbung ein neues spannendes

Werkzeug kennenlernen, um Daten zu strukturieren, das besonders hilfreich fiir
das Terminplanen ist.

Jedes Kapitel besteht aus:
e Aktivitidten, d.h. Spiele fiir das Aufbauen der Intuition

o Informatikbezug Késtchen fiir die Lehrperson, wo der Bezug zur Informa-
tik erklart wird

e Beispiele fiir die Erklarung der theoretischen Fachkonzepte oder die Einfiihrung
der Verfahren

e Aufgaben als Ubungsgelegenheit
e Zusammenfassung des Gelerntes
e Kontrollfragen und Kontrollaufgaben fiir das Testen des Gelernten.

Zusétzlich findet man im Kapitel 5 die Arbeitsblétter zu den Aktivitdten

in den Kapitel 1-4 und im Kapitel 6 die Musterlosungen zu den Aufgaben und
Aktivitdten in den Kapiteln 1-4.
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1 Der Graph und das Eulertour-Problem

In diesem Kapitel wird die Abstraktionsfihigkeit der Schiiler trainiert.

Sie werden mit mehreren alltdglichen Problemstellungen konfrontiert wer-
den und schlussendlich werden die Schiiler lernen, die geschilderte Probleme als
Instanzen des sogenannten Fulertour-Problems zu erkennen. Als Instrument fiir
diese Abstraktion bekommen sie den Graphen, ein kiinstliches Konstrukt um
die Verbindungen zwischen den Objekten oder Daten darzustellen.

Durch diese Darstellung konnen die Aufgaben, obwohl scheinbar unterschied-
lich, mit dem gleichen systematischen Vorgehen gelost werden.

Das Wort “systematisch“ deutet hier hin, dass dieses Verfahren auch mit
dem Computer automatisiert werden kann. Das ist aber fiir diese Altersgruppe
kein Ziel.



Das Eulertour Problem

Aktivitiat 1. Polizeipatrouille
Fiir die Sicherheit der Nachbarschaft muss ein Polizeiwagen durch alle Strassen
der Nachbarschaft patrouillieren.

Die Polizei braucht deine Hilfe, um die beste (kiirzeste) Route fiir den Pa-
trouillendienst zu finden.

Die beste Patrouillenroute fingt von der Polizeiwache an, beinhaltet jede
Strasse der Nachbarschaft genau einmal und endet wieder in der Polizeiwache.
Der Polizeiwagen darf natiirlich mehrmals durch eine Kreuzung fahren.

a) Du bekommst die Karte der Nachbarschaft. Finde die beste Patrouillen-
route.

Polizeiwache

b) In folgenden Beispiele gibt es keine Losung. Kannst du erkliren warum
nicht?
Hinweis: Die gefragte Losung ist eine beste Patrouillenroute, wie oben
in der Problemstellung definiert.

olizeiwache

Polizeiwache

c¢) Lose das gleiche Problem fiir die Karten auf der Seite Zusétzlich mar-
kiere die Karten so, dass du die Routen einfach beschreiben kannst. Welche
sind die allerwichtigsten Informationen, die du brauchst?
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Beim vorherigen Problem merkten wir, dass nicht alle im Bild dargestell-
te Details fiir die Losung der Aufgabe gebraucht werden. Es reicht, wenn
wir die Kreuzungen benennen und wenn wir wissen, zwischen welchen
Kreuzungen es eine Strasse gibt. Diese Abstraktion entspricht genau der
Idee hinter einem Graphen.

In der Informatik ist ein Graph eine abstrakte Struktur, die eine Menge
von Objekten und deren vorhandenen Verbindungen repriisentiert. Die
Objekte werden Knoten des Graphen genannt und die paarweise Ver-
bindung zwischen zwei Knoten wird Kante genannt. Die Knoten werden
durch Punkte oder Kreise graphisch abgebildet und die Kanten durch Li-
nien. Um die Knoten zwischen einander zu unterscheiden bekommen die
Knoten einzigartige Namen.

Beispiel 1.1. Schauen wir erneurt die Karte von Aktivitit [fo an. Wir wollen
diese Karte als Graph abstrahieren.

So koénnen wir beispielsweise die Kreuzungen von 1 bis 5 durchnummerie-
ren, wie in folgenden Figur. Die Kreuzungen entsprechen dann die Knoten des
Graphen.

¢ ), =2¢°¢

Kirche

Schule

/1

Polizeiwache

Nun miissen wir nur wissen, wie die Knoten miteinander verbunden sind und
dafiir betrachten wir die Strassen als Kanten im Graphen. Alle andere Details,
wie Bdume, Gebédude und die Gestalt der Strassen, sind vollig unwichtig fiir die
Losung dieses Problems und deshalb lassen wir sie auch raus. So kénnen wir
unsere Aufmerksamkeit nur auf die allerwichtigsten Informationen richten.

In folgenden Figur ist der unterliegende Graph fiir die Karte in Aktivitét [Za
abgebildet. Das Problem fragt nach eine Route mit dem Anfang und dem Ende
im Knoten 1, die alle Kanten genau einmal anwendet.
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Beispiel 1.2. Eine Metrokarte, wie die in der néchsten Figur abgebildet, ist
schon eine vereinfachte Version der Realitdt und dhnelt sehr einem Graphen: die
Haltestellen sind durch Kreise oder Vierecke dargestellt und die Verbindungen
dazwischen mit farbigen Linien. Die Position der Haltestellen entspricht nicht
unbedingt der Wirklichkeit und die Verbindungen sind in Wahrheit nicht nur
gerade Linien.

Die Karte erfiillt aber ihren Zweck und das ist: sie hilft Fahrgésten ihre Reise
zu planen.

&0

Die Darstellung einer Metrokarte kann als Graph leicht abgeleiten werden. Die
Knoten sind die Haltestellen und die Kanten sind Metrostrecken, die von einem
Metrolinien befahren sind.

Der Graph fiir die Metrokarte in diesem Beispiel kann man wie folgend ab-

bilden:
Bot.
@
\ Schule @

@9 haus 200

Wenn wir die Metro von der Schule bis zum Zoo nehmen miissen, kénnen wir
den unterliegenden Graphen oben benutzen, um eine Route zu finden.

Die Route beschreiben wir wie eine Folge von Haltestellen, also Knoten im
Graphen: Schule, Rathaus, Zentral, Kunsthaus, Zoo. Das ist ein Weg im Gra-
phen.

Aufgabe 1.3. Verlieren wir irgendwelche Informationen, wenn wir die Metro-
karte, so wie im Beispiel dargestellt, repriasentieren wiirden?
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Ein Weg in einem Graphen ist eine Folge von Knoten, wo jeweils zwei
hintereinander liegende Knoten mit einer Kante im Graphen verbunden
sind.

Ein Rundweg ist ein Weg, der fingt an und endet in dieselbe Knoten.
Die Route, nach der in der Polizeipatrouille Aufgabe gesucht wird, ist
nichts anderes als ein Rundweg in einem Graphen, der besondere Ei-
genschaften besitzt: er beinhaltet alle Kanten des Graphen genau einmal.

Mit dieser Abstraktion vereinfachen wir die Eingaben einer Problems-
stellung, indem nur die allerwichtigsten Informationen betrachtet werden
und auch die Lésung kann damit leicht formuliert werden.

Aufgabe 1.4. Gegeben ist der Graph der Metrokarte im Beispiel
Beantworte die folgenden Fragen:
a) Wie kann man vom Heidi-Dorf zum Museum fahren?

b) Wie fihrt man am schnellsten (einen Weg mit moglichst wenigen Halte-
stellen) vom Kreuzplatz zum Spital?

¢) Wie fihrt man am schnellsten von der Universitéiit zum botanischen Gar-
ten?

d) Beschreibe 3 verschiedenen Wege von der Schule zum Zoo.
Aufgabe 1.5. Stelle das Problem in Aktivitét [I] mit Hilfe von Graphen dar.
a) Eingabe: Uberlege welches die Knoten und welches die Kanten sein kénnten?

b) Ausgabe: Wie kann die beste Patrouillenroute im unterliegenden Gra-
phen dargestellt werden?
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Aktivitiat 2. Gegeben ist der Grundriss eines Gebdudes. Finde eine Route vom
Empfangszimmer und zuriick, die genau einmal durch alle Tiire geht (die Rdume
diirfen mehrmals betreten werden).

Uberlege dazu, wie du den Grundriss markieren kénntest, so dass du die
Route beschreiben kannst.

c)

b)

I

Aufgabe 1.6. Stelle das Problem in Aktivitét [2l mit Hilfe von Graphen dar.

a) Eingabe: Uberlege welches die Knoten und welches die Kanten sein kénnten?

b) Ausgabe: Wie kann die Losung des Problems im unterliegenden Graphen
dargestellt werden?
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Aufgabe 1.7. Das Koénigsberger Briickenproblem
Gegeben ist die Karte von Konigsberg (heute Kaliningrad), worauf sieben Briicken
iiber den Pregel-Fluss erkennbar sind.

bl A e

Gibt es einen Rundweg durch Konigsberg, auf dem du jede Briicke iiber den Pre-
gel genau einmal iiberquerst und am Schluss zum Ausgangspunkt zuriickkommst?

Der gewiinschte Rundweg wird in der Informatik eine Eulertour
genannt, nach dem Namen von Leonard Fuler, ein Schweizer Mathema-
tiker, der als Begriinder der Graphentheorie bekannt ist. Er hat in 1736
das Konigsberger Briickenproblem (Aufgabe gelost und stellte fest,
dass der gesuchte Rundweg nicht moglich ist. Seine Losung basiert auf
der Idee von den heutigen Graphen.

Man sollte jetzt merken, dass wenn die Problemstellungen der Akti-
vitédten [I] und [2] als Graphen dargestellt werden, sind diese eins und
das gleiche Problem, das in der Informatik als das Eulertour-Problem
bekannt ist. Die Problemstellung ist folgende:

Gegeben sind einen Graph und einen Startknoten. Finde einen Rundweg,
wenn es existiert, der alle Kanten des Graphen genau einmal beinhaltet.

In folgenden werden wir mit dem Eulertour-Problem weiterarbeiten. Wir
werden ein Trick auffinden, um auf Anhieb zu sagen, ob ein Graph eine
Eulertour enthélt oder nicht. Dazu werden wir aber auch einem syste-
matischen Verfahren entdecken um diese Losung zu finden.

15



Eigenschaften des Graphen mit Eulertouren

Aktivitat 3. Versuche die folgenden 6 Muster zu zeichnen, ohne den Bleistift
hochzuheben, ohne iiber eine bestehende Linie zu zeichnen, und du solltest im
gleichen Punkt enden, wo du angefangen hast.

Anders gesagt, man sollte die Eulertour in folgende Graphen finden, wenn
eine gibt.

a) Welche Muster schaffst du zu zeichnen?

b) Kannst du erkldren, wenn ein solches Muster so gezeichnet werden kann
und wenn nicht?

QO oA L---Q
(?/ O a- """ R Q": """"""" :'Q
RN S S e—
bty - 0O
(a) (b) ()
A Q oA o}
: : O """""""""" O
e Y o
(d) e) )
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Die Schiiler werden merken, dass es nicht immer geht, eine FEulertour
zu finden. Es ist sicherlich schnell erkennbar, dass fiir Graphen die nicht
verbunden oder zusammenhdngend sind (wie in Figur e), keine Losungen
gefunden werden konnen.

Ein Graph ist zusammenhingend, wenn jede zwei Knoten durch ei-
nem Weg verbunden sind.

Der Grad eines Knotens ist die Anzahl der Kanten, die von diesem Kno-
ten anfangen oder in diesem Knoten enden.

Wenn die Schiiler den kleinen Hinweis bekommen, dass sie sich die Grade
der Knoten merken sollen, kénnen sie vielleicht entdecken, die letzte not-
wendige und hinreichende Eigenschaft eines Graphen mit Eulertouren.
Uberlege Sie doch auch einem Moment... und versuchen Sie die Aufgabe
zu 16sen.

Aktivitat 4. Das Spiel wird in ca. 6er-Gruppen durchgefithrt und man braucht
etwa 10 Seilstiicke. In jeder Gruppe, spielen 5 Schiiler die Knoten und ein Schiiler
ist der Koordinator. Das Spiel wird solang wiederholt, bis jeder Schiiler die
Moglichkeit bekommt, Koordinator zu werden.

Der Koordinator verteilt eine belibige Anzahl von Seilstiicken an die Schiiler
und sie diirfen sich miteinander zufdhlig verbinden (ein Seilstiick repréisentiert
eine Kante, jeder Schiiler kann eine Ende des Seils heben).

Der Koordinator muss jetzt den Graphen auf ein Blattpapier zeichnen, die
Grade der Knoten notieren und feststellen ob der Graph verbunden ist. Er kann
dann {iberpriifen, ob seine Ergebnisse korrekt sind. Er fragt jeden Schiiler nach
seinem Grad, dass heisst, wie viele Seile er in der Hand hat. Zu priifen, ob der
Graph zusammenhéngend ist, muss er einen beliebigen Schiiler zur Seite ziehen.
Wenn alle anderen Schiiler mit ihm direkt oder indirekt verbunden sind, werden
sie auch mitgezogen.

In der Figur unten wird ein Graph mit 5 Personen dargestellt. Der Graph ist
zusammenhéngend und die Grade der Knoten, in der Reihenfolge der Schiillernummer,

sind: 2,1,3,2,2.
i i

Schiler 1 Q Schiiler 5 O Schiler 4

Schler 2 Schiler 3

In der néchsten Figur ist der entstehende Graph aber nicht zusammenhéngend.
Ausserdem ist Schiiler 4 komplett isoliert, da er mit niemand verbunden ist. Die

Grade der Knoten sind: 1,1,1,0, 1.
Schiler 3 i

Schler 2 i

Schiler 1 Schiler 5 Schiiler 4
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Aufgabe 1.8. Fiille die Liicken im folgenden Satz aus:
Ein ... Graph, dessen Knoten nur ... Grade hat, besitzt eine Eulertour.

Aufgabe 1.9. Zeichne einen Graphen mit 5 Knoten, in welchem jeder Knoten
die folgenden Grade: 3, 3, 2, 2, 0 hat.

Aufgabe 1.10. Welche Graphen sind zusammenhéngend (verbunden) und wel-
che nicht? Warum nicht?

Ein systematisches Verfahren fiir die Losung des Eulertour-
Problems

Aufgabe 1.11. Der folgende Graph besteht aus Rundwege, die mit unterschied-
lichen Farben eingefirbt wurden.

a) Gibt es eine Eulertour in diesem Graphen?

b) Kannst du alle Rundwege so verkoppeln, dass einen gréssen Rundweg
(ndmlich eine Eulertour) entsteht?

¢) Mit welchem Knoten muss du anfangen? Und wie findest du den Start-
knoten heraus?

7) O—
@
0. (F—
©
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In der Aufgabe haben wir ein Verfahren entdeckt, um Eulertouren
in Graphen zu finden. Die SuS sollen sich auch iiberlegen, ob sie mehr als
ein Eulertour finden kénnen und ob der Startknoten beliebig ausgewéhlt
sein kann. Die Antworten lauten JA.

Um eine Eulertour systematisch aufzubauen muss du:

1. ein Rundweg von einem beliebigen Knoten finden, indem du nur
noch ungenutzte Kanten auswihlst.

2. der Rundweg mit einer noch unverwendete Farbe einfirbst.

3. die Schritte 1 und 2 wiederholen, solange bis keiner ungenutzten
Kante iibrig bleibt.

4. eine der eingefirbte Rundwege, der den gewiinschten Startknoten
beinhaltet, als haupt Rundweg auswéhlen.

5. alle Rundwege in einer Eulertour verkoppeln. Jeder Knoten in die-
sem haupt Rundweg mit Grad grosser als 2 ist mit mindestens
einem ausseren Rundweg verbunden. Fiige diesen neuen Rundweg
zur Eulertour aneinander und so weiter, bis keinen solchen Knoten
existieren.

Warum funktioniert es?

Es wird kein formelles Beweis gegeben werden. Intuitiv soll man aber
merken, dass Rundwege immer gefunden werden kénnen, wenn der
Graph zusammenhé#ngend ist und alle Knoten gerade Grade haben. Stelle
dich vor, dass fiir jedes Kantenpaar einens Knotens, gibt es einen Ein-
gang und einen Ausgang im Rundweg.

Beispiel 1.12. Betrachten wir den folgenden Graphen, die aus 3 verschiede-
nen Rundwege besteht und néamlich A, B, G, A, B,C, D, B und . Wir
werden eine Eulertour aus Startknoten A mit Hilfe von dem roten Rundweg

aufbauen.
(a ) ms '§ c)

Wir merken, dass der Knoten B Grad 6 hat und dass der haupt Rundweg durch
B mit zwei anderen Rundwege verbunden ist.

Zuerst werden den roten und den blauen Rundwege verkoppelt. Der folgende
Rundweg entsteht A,B,C,D,B ,G,A. Wir sind noch nicht fertig, da B ist
noch mit dem griinen Rundweg verbunden. Wir fiigen den auch ein und dann
bekommen wir die folgende Eulertour: A, B,C, D, ,GA.
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Aufgabe 1.13. Gegeben sind die folgenden 3 verbundene Graphen.

Fiir jeder Graph iiberlege erst, ohne zu zeichnen, ob der Graph eine Eulertour
beinhalten kénnte.

Wenn ja, versuche eine solche Eulertour zu finden, wie in der Aufgabe [I.11}
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Aktivitat 5. Das Haus von Nikolaus

a) Zeichne die folgenden Muster ohne den Bleistift hochzuheben und ohne
iiber eine bestehende Linie zu zeichnen (die Anfangspunkt und die Ende-
punkt miissen nicht dieselbe sein).

Hinweis: Wihle erst den Startknoten und den Zielknoten aus.

Q Q Q O
o e o ¢ e Orevneen 0
A e I m—— O RN S— oS S
@ ®) © @

b) Welche der folgenden Muster kénnen so gezeichnet werden und welche
nicht? Warum?

O o

o I R L R N

B U N I i 28
O P

O ’ ) \O O O Oi """"" O o‘ ---------- d
(a) (b) (c) (d)

¢) Die obige Figuren &hnelt sich sehr an Graphen. Solche Muster, wie in a,
konnen in einem Graphen als Wege représentiert werden. Diese Wege, die
alle Kanten des Graphen genau einmal beinhalten sollen, werden auch Fu-
lerwege genannt.

Uberlege inwiefern muss das Verfahren, um Eulertouren zu finden, um-
wandelt werden, um Eulerwege zu finden.
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Im “das Haus von Nikolaus“-Problem wird nach einem Eulerweg ge-
fragt. Das heisst einen Weg, der alle Kanten des Graphen genau einmal
beinhaltet, aber kein Rundweg ist.

Ein solcher Weg gibt es nur zwischen zwei bestimmte Knoten im Gra-
phen und ndhmlich zwischen den einzigen Knoten, die ungerade Grad
haben.

Wir miissen einen einfachen Weg zwischen diesen Knoten mit ungera-
den Grade (ohne wiederholenden Kanten) finden. Der Trick ist folgende:
wenn dieser Weg entfernt wird, werden alle Knoten der Graphen einen
geraden Grad (manche sogar Grad 0). Das heisst, das von unserem ver-
bundenen Graphen haben wir nun méglicherweise viele verbundene Gra-
phen, aber alle beinhalten Eulertouren! Da alle Knoten haben geraden
Grade. Mit dem Verfahren fiir das Finden einer Eulertour, kénnen wir
all diese Eulertouren finden und zu den Weg hinzufiigen, so dass ein Eu-
lerweg entsteht.

Versuche dich selbst zu erkldren, warum nach der Entfernung der Weg
alle Knoten gerade Grade haben.

Beispiel 1.14. Gegeben ist der Graph unten. Dieser Graph ist verbunden und
hat nur zwei Knoten - A und C mit ungeraden Grad. Das heisst er hat einen
Eulerweg und im Folgenden werden wir ihn aufbauen.

Ein Weg zwischen den Knoten A und C, kann beispielsweise A, B, C sein. Wir
entfernen ihn vom Graphen. Alle Knoten haben nun gerade Grade, weil die
Endknoten des Wegs ungerade Grad haben und alle andere Knoten des Wegs
gerade Grad haben.

In diesem Fall nach der Entfernung des Wegs A, B, C' bekommen wir 3 verbun-
den Graphen.

s % e
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Der erste Graph hat die Eulertour A, AA, AAA, A, der zweite B, BB, BBB, B
und der letzte C, CC,CCC, C. Wenn diese Graphen etwa grossere und komple-
xere wiren, sollten wir den Verfahren fiir das Finden einer Eulertour anwenden.

Das Eulerweg der originalen Graphen ist:
A, AA AAA A, B,BB,BBB,B,C,CC,CCC,C.

Also das Aufbauen einer Eulerweg in einem Graphen gelingt mit Hilfe
der Verfahren fiir das Finden einer Eulertour in 5 einfachen Schritte:

0. Die zwei Knoten mit ungeraden Grade finden. Falls es nicht genau
2 Knoten mit ungeraden Grade gibt, gibt es in diesem Graphen
keinen Eulerweg.

1. Ein beliebiger Weg in Graphen zwischen den Knoten von Schritt
0 finden. Dieser Weg muss nicht den Eulerweg sein, es muss aber
keine Kanten des Graphen mehrmals beinhalten.

2. Den Weg von Schritt 1 von Graphen entfernen.

3. Fiir jede verbundene Graphen, finde eine Eulertour mit Startkno-
ten, einen Knoten, der sich auf dem Weg in Schritt 1 findet.

4. Hinzufiige alle Eulertouren von Schritt 3 mit dem Weg von Schritt
1 und somit baue ein Eulerweg fiir den Graphen auf.

Aufgabe 1.15. Finde einen Eulerweg im folgenden Graphen.
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Was du gelernt hast

Du hast gesehen, wie die Realitédt durch Graphen vereinfacht werden kann, damit
nur die wesentliche Struktur eines Problems représentiert werden kann.

Ein Graph ist eine visuelle Darstellung von Relationen zwischen Objekten
in Form von Knoten verbunden durch Kanten.

Im realen Leben gibt es manche Problemestellungen, die oberfldchlich unter-
schiedlich scheinen. Wenn aber diese Probleme als Graphen dargestellt werden,
représentieren sie grundsétzlich eins und das gleiche Problem. Das konnten wir
mit dem Polizeipatrouille-Problem und mit dem Grundriss-Problem selbst mer-
ken. Beide Problemen sind Instanzen des Eulertour-Problems, ein Problem, das
schon seit lange studiert wurde und von dem Mathematiker Leonard Euler und
mit Hilfe von Graphen geltst kénnen wurde.

Jetzt bist du auch in der Lage zu erkennen, wenn ein Graph eine Eulertour
oder einen Eulerweg enthaltet und sogar wie man eine solche Eulertour oder
einen solchen Eulerweg finden kann.
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Teste dich selbst
Fragen
1. Ein Graph besteht aus ... und ... .
2. Was ist der Grad eines Knotens?
3. Was ist ein Weg in einem Graphen? Wie wird er dargestellt?
4. Was ist ein Kreis in einem Graphen?

5. Welche Eigenschaften muss einen Graphen haben um eine Eulertour zu
beinhalten?

6. Welche Eigenschaften muss einen Graphen haben um einen Eulerweg zu
beinhalten?

Kontrollaufgaben

1. Zeichne einen Graphen mit 6 Knoten, in welchem jeder Knoten Grad 3
hat. Wie viele Kanten brauchst du?

2. Hilfe der Entsorgungsdepartement der Stadt mit dem Kartonsammlung!
Jeder erste Freitag im Monat ist Sammeltag. Von der Entsorgungsstelle
fahrt ein Millwagen durch alle Strassen der Stadt um den Karton zu
holen. Der Entsorgungsdepartement will die schnellste Route finden, die
von Entsorgunsstelle und zuriick durch alle Strassen fihrt. Kannst du
ihnen helfen eine solche Route zu finden?

o -\ ®

AR 2 It
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3. Du darfst die folgende zwei Graphen in Figur a und b &ndern, indem du
entweder eine Kante entfernst oder eine hinzufiigst. Finde einen Eulerweg
im gednderten Graphen.
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2 Graphendarstellungen

Bisher haben wir mit Graphen, die in einer schematischer Form abgebildet wur-
den, gearbeitet: die Knoten waren durch bennante Kreise représentiert und die
Kanten zwischen den Knoten durch Linien zwischen diesen Kreisen.

In dieser Lektion wird eine kompaktere textbasierte Darstellung fiir die Gra-
phen erkundet. Wir werden sehen, wie sie in verschiedenen Lebensbereiche von
Nutzen ist, besonders wenn die Menge an dargestellten Objekten sehr gross ist.

In der Informatik sind diese textbasierte Darstellungen von Wichtigkeit, weil
damit Graphen im Computer gespeichert, automatisch verarbeitet oder weiter
iibertragen werden kénnen.
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Aktivitst 6. Lose in Paar die Aktivititen A, B und C auf der Seite [56] bis
und entdecke damit deine eigene Graphendarstellung.

Durchfiihrung
Diese Aktivitét sollte in 2er-Gruppen gelost werden. Jede Gruppe bekommt ei-
nes der drei Arbeitsblitter A, B oder C. Jeder Schiiler soll zuerst individuell
eine Graphendarstellung erfinden. Sie sollen beide die ausgedachten Darstellun-
gen austauschen. Mit der erhaltenen Darstellung soll jeder Schiiler wieder alleine
das Muster in seiner Aufgabe 2 wiederherstellen. Anders gesagt, soll er die Kan-
ten des Graphen finden und damit der Graph graphisch abbilden. Schlussendlich
sollen sie iiber ihre Vorschliage diskutieren.

Die Aktivititen sind so gedacht, dass die Schiiler dhnliche Graphendarstel-
lungen zu den drei meist gebrauchten textbasierten Graphendarstellungen selbst
entdecken koénnen.

Die drei hduftigst verwendeten textbasierten Graphendarstellungen
sind die Kantenliste, die Nachbarschaftsliste und die Nachbar-
schaftsmatrix. Mit diesen Graphendarstellungen kann man grossere
Graphen représentieren und in dieser Form koénnen die Informatikerin-
nen und Informatiker das Losen der Graphenprobleme automatisieren.
Wie der Name schon verrat, ist die Kantenliste eine Auflistung aller
Kanten eines Graphen.

Der Nachbar eines Knotens ist ein durch eine Kante verbundener Kno-
ten. In einer Nachbarschafstliste werden fiir alle Knoten des Graphen
die entsprechenden Nachbarsknoten aufgelistet.

Die Nachbarschaftsmatrix ist eine Tabelle, die fiir jeden Knoten eine
Spalte und Zeile besitzt. An der Kreuzung einer Spalte und einer Zeile,
findet man ein Kreuz, wenn die entsprechende Knoten durch eine Kante
verbunden sind, sonst gibt es keine Markierung.

Beispiel 2.1. Im folgenden Graphen geht es um Haustiere, die meistens nicht
zusammen leben sollten.

@Q@

Die Kantenliste des Graphen ist:
Hund, Katze

Katze, Hamster

Katze, Vogel

Hamster, Kaninchen

Wenn der Graph nicht besonders viele Kante hat, kann man relativ schnell ver-
schiedene Fragen tiber die unterliegende Eigenschaften den Graphen antworten.
Zum Beispiel: Wie viele ”Feinde” hat die Katze?

Die alphabetisch sortierte Nachbarschaftsliste ist:
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Fisch: (Keine Nachbarn)

Hamster: Kanninchen, Katze
Hund: Katze

Kaninchen: Hamster

Katze: Fisch, Hamster, Hund, Vogel
Vogel: Katze

Diese Liste ist besonders hilfreich fiir grossere Graphen, wofir man oft wissen
will, wie viele Nachbarn einen Knoten hat oder welche die Nachbarn eines be-

stimmten Knotens sind.

Die Nachbarschaftsmatrix des Graphen ist die folgende Tabelle:

Fisch Hamster Hund Kaninchen Katze Vogel
Fisch
Hamster X X
Hund X
Kaninchen X
Katze X X X
Vogel X

Die Tabelle ist besonders gut fiir Graphen mit vielen Kanten und fir wann man
oft wissen muss, ob zwei Knoten durch eine Kante verbunden sind.

Versuche mithilfe von der Graphendarstellungen die “Feinden“ des Hamsters
herauszufinden.

Aktivitat 7. Lose in Paar die Aufgaben auf der Seite Dafiir darfst du die
Graphendarstellungen in Beispiel 2.1] verwendet.

Durchfiihrung
Diese Aktivitét sollte in 2er-Gruppen geldst werden. Das Ziel ist das Uben der
gelernten Graphendarstellungen.

Jeder Schiiler soll eines der Arbeitsbldtter A oder B bekommen. Die Auf-
gaben miissen die SuS individuell 16sen, aber dafiir miissen sie untereinander
Zwischenergebnisse austauschen.

Aufgabe 2.2. Fabian spielt gerne mit Marley, Mina, Olivia und Victor. Gege-
ben ist die Freundschaftsmatrix seiner Freunden: das ist eine Nachbarschafts-
matrix, die markiert, welche von Fabians Freunde miteinander befreundet sein.
Er will zwei seiner Freunde, die befreundet sind, bei ihm zum Spielen einladen.

‘Marley Mina  Olivia Victor

Marley b X X

Mina X X X X
Olivia X X X

Victor X X

Liste als Kantenliste alle Paare von Fabians Freunde auf, die er nicht einladen
soll.
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Aufgabe 2.3. Gegeben ist die folgenden Kantenliste der Farben, die gemiiss
Raisa zusammen gut passen:

Rot, Lila

Blau, Weiss

Lila, Blau

Gelb, Weiss

Gelb, Rot

Gelb, Lila

Erstelle die Nachbarschaftsmatrix, aller passenden Farben.

Aufgabe 2.4. Gegeben sind die folgenden Interesse einer Gruppe von Freunden:
e Olivia mag Schwimmen, Fussballspielen, Schach und Programmieren
e Elisa mag Reiten, Basteln und Programmieren
e Phillipe mag Programmieren, Tennisspielen und Schach
e David mag Basteln, Programmieren und Schwimmen

Erstelle zuerst einen Graphen als Nachbarschaftsliste mit diesen Informationen.
Antworte dann die folgenden Fragen und versuche zu erkliren, was das in Gra-
phensprache heisst:

a) Wer hat die meisten Interesse?
b) Haben die Freunde gemeinsamen Interesse? Wenn ja, welche?

Aufgabe 2.5. Gegeben sind die folgenden Listen von Synonymepaare.
sagen = reden,

spazieren = gehen,

Auto = Personenwagen,

sagen = sprechen,

Auto = Fahrzeug,

gehen = wandern

Wenn du alle Synonyme eines gegebenen Wortes (z.B. gehen) finden willst, muss
du die ganze Liste durchsuchen. Und dass ist besonders schwierig, wenn du noch
mehrere Worter hast.

Du konntest aber eine neue Liste so erschaffen, dass diese Aufgabe schneller
erledigt werden kann. Wie wiirdest du die Liste erstellen, um alle Synonyme
eines gegebenen Wortes schnell findbar zu machen?

Aufgabe 2.6. Die Freundschaften zwischen der Schiiler einer Klasse sind als
Graph dargestellt. Im folgenden siehst du die Nachbarschaftsmatrix (oder in
diesem Fall, die Freundschaftsmatrix).

‘Anna Fabian Noellie Simon

Anna X X
Fabian X X X
Noellie X
Simon X X

Antworte die Fragen unten und denk daran, wie die Antworten allgemein
mithilfe der Nachbarschatsmatrix gefunden werden kénnen:
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a) Sind Anna und Noellie befreundet? Sind Fabian und Simon befreundet?

b) Wie viele Freunde hat Simon?

¢) Welche Schiiler sind mit Anna befreundet, aber nicht mit Noellie?

)
)
)
)

d) Wer hat die meisten Freunde? Wer hat die wenigsten?

Was hast du gelernt

Du hast entdeckt, wie Graphen anders als Zeichungen reprisentiert werden
kénnen und nédmlich hast du drei verschiedene textbasierte Graphendarstellun-
gen kennengelernt: die Kantenliste, die Nachbarschaftsliste und die Nachbar-
schaftsmatriz.

Du hast gesehen, wie die Losung der Probleme in verschiedenen Lebensbe-
reichen anhand dieser textbasierten Graphendarstellungen vereinfacht werden
kann und dazu wann eine bestimmte Darstellung geeignet ist.

Zum Beispiel mit einem Kantenliste lassen sich Graphen mit wenigen Kan-
ten durch eine Auflistung aller Kanten des Graphen gut repriisentieren. Die
Nachbarschaftsliste und Nachbarschaftsmatrix sind besonders gut fiir grossere
Graphen mit vielen Kanten. In der Nachbarschaftsliste kann man schnell be-
obachten, welche die Nachbarn eines bestimmten Knotens sind. Und in der
Nachbarschaftsmatrix ist es gut erkenntbar, ob zwei Knoten durch eine Kanten
verbunden sind oder nicht.

Anhand dieser Darstellungen kénnen Graphen kompakter veranschaulicht
werden. Das hilft uns mit der Strukturierung grosser Mengen von Daten in ver-
schiedenen Lebensbereichen. Zudem ist es auch extrem praktisch fiir die Spei-
cherung und Bearbeitung von Graphen mit dem Computer.
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Teste dich selbst

Fragen
1. Was ist eine Nachbarschaftsmatrix?
2. Was ist eine Nachbatschaftsliste?

3. Was ist eine Kantenliste?

Kontrollaufgaben

1. Schreibe die Nachbarschaftsmatrix, die Nachbarschaftsliste und die Kan-
teliste fiir den folgenden Graphen.

o(:
Y @

2. Gegeben ist die folgende Nachbarschaftsmatrix. Stelle den Graphen gra-

phisch dar.
‘Adliswil Thalwil Winterthur Ziirich
Adliswil X X
Thalwil X X
Wintherthur
Ziirich X

3. Gegeben ist die folgende Nachbarschaftsliste. Stelle den Graphen graphisch
dar.
Tomate: rot, gelb
Paprika: rot, griin, gelb
Gurke: griin
Avocado: griin
rot: Tomate, Paprika, Gurke
gelb: Paprika
griin: Gurke, Paprika
schwarz:

4. Gegeben ist die folgende Kanteliste. Stelle den Graphen graphisch dar.
2,4
3,9
5, 25
7,49
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3 Die Traversierung eines Graphen

In vorherigen Kapitel mussten wir verschiedene Antworten iiber die Struktur
eines Graphen finden: z.B. Ist der Graph verbunden/zusammenhéngend? Haben
alle seine Knoten gerade Grade? Welche sind die Nachbarn eines Knotens? usw.

Da wir mit relativ kleinen Graphen gearbeiten haben, konnten wir ohne
grosse Miihe alle Fragen beantworten.

Wenn wir aber mit einem Graphen konfrontiert sind, der so gross ist, dass wir
alle Knoten und Kanten nicht mehr problemlos veranschaulichen und umfassen
konnen, werden wir kaum in der Lage sein, solche Aufgaben zu 16sen. Deshalb
wollen wir eine Strategie finden, um alle untereinander verbundenen Knoten
eines Graphen durchzulaufen.

In der Informatik heisst das die Traversierung eines Graphen, und das ist
wie man die Computer anweist, solche Fragen automatisch zu beantworten.
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Aktivitiat 8. Gegeben ist der Freundschaftsgraph einer Klasse. Die Schiiler und
Schiilerinnen sind durch Knoten und die Freundschaft zwischen Kinder durch
Kanten dargestellt. Ein Freundschaftskreis ist eine Gruppe von Schiiler und
Schiilerinnen mit moglichst grosser Anzahl von Kindern, im welcher jede zwei
Kinder direkt oder indirekt befreundet sind.

In Graphensprachen “direkt befreundet sein“ heisst, dass die Knoten durch
eine Kante verbunden sind. “Indirekt befreundet sein“ heisst, dass die Knoten
durch einen Weg im Graphen verbunden sind.

a) Finde heraus, wie viele Freundschaftskreisen es in der Klasse gibt und wer
zu jedem Freundschaftkreis gehort. Hinweis: du kannst die entsprechende
Knoten eines Freundschaftskreises mit der gleichen Farbe einfirben und
jeder Freundschaftskreis sollte eine unterschiedliche Farbe haben.

b) Erkldre wie du die Freundschaftskreisen gefunden hast.

c) Lose das gleiche Problem fiir die Graphen in den Arbeitsblidtter A und B
auf der Seite [64
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In der Aktivitét [8|haben die SuS intuitiv eine Strategie selbst entwickelt,
um zusammenhdngende Komponenten in einem Graphen zu finden.

Ein zusammenhingendes Komponente ist ein moglichst grosser Teil
des Graphen, der zusammenhéngend ist.

In der Informatik nennen wir diese Strategie: die Traversierung eines
Graphen und ihr allgemeiner Zweck ist alle Knoten eines Graphen, die
direkt oder indirekt mit einem gegebenen Startknoten, systematisch zu
erkunden.

Eine der bekannteste Traversierungsmethode, die oft in der Informatik
angewendet wird, ist die sogennante Breitensuche. Es heisst so wegen
der Reihenfolge, in welcher die Knoten betrachtet werden. Ausgehend
vom Startknoten werden alle Knoten in der Breite durchsucht: erst die
Nachbarknoten des Startknoten und dann deren Nachbarknoten usw.
Mit diesem anspruchsvollen Verfahren werden wir uns in Beispiel
ausseinandersetzen.

Beispiel 3.1. Gegeben ist der Graphen der Verbindungen einer Fluggesellschaft:
die Knoten stellen Stidte / Reiseziele dar und die Kanten reprdsentieren die
Flige zwischen den Stddte.

7 a7
ZRH\%/FRA BER KUL

LHR

# # # #

MAD BCN LAS BOM

Wir wollen unsere néichste Ferien von Ziirich (ZRH) planen. Welche Reiseziele
konnen wir durch direkte oder indirekte Fliige erreichen?

Die Idee einer Traversierung ist von einem beliebigen Startknoten alle Knoten,
die durch einem Weg mit dem Startknoten verbunden sind, zu entdecken und zu
verarbeiten. Im unseren Problem ist der Startknoten ZRH, und die Verarbeitung
der Knoten ist eine Markierung der Knoten. Somit kénnen wir spéter erkennen,
welche Knoten (Reiseziele) erreichbar sind.

Die Breitensuche entdeckt erst alle direkte Nachbarnknoten des Startknoten
(BCN, LHR, FRA), dann alle Nachbarnknoten der Nachbarnknoten, usw. bis
alle erreichbare Knoten entdeckt waren.

Damit das systematisch gut funktioniert, miissen wir uns merken, welche
Knoten wir entdeckt haben, und ob wir deren Nachbarnknoten noch entdecken
miissen. Dafiir erstellen wir eine Todo-Liste, die nur die bis jetzt entdeckten
Knoten beinhaltet. Sobald wir einen neuen Knoten entdeckt haben, tragen wir
ihm auch in der Liste ein. Nachdem wir alle seinen Nachbarnknoten entdeckt
haben und auch auf der Todo-Liste eingetragen haben, streichen wir den Knoten
aus der Liste durch. Wir verarbeiten die Knoten in der Reihenfolge, in der sie
auf der Todo-Liste eingetragen wurden.
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Die Knoten haben also drei Zustande und werden entsprechent eingefirbt,
so dass der Zustand erkennbar ist. Die Zustande eines Knotens sind:

1. noch nicht entdeckt (Weiss)

2. gerade entdeckt (Orange) - der Knoten ist auf der Todo-Liste eingetra-
gen, aber moglicherweise hat er noch nicht entdeckten Nachbarnknoten.

3. verarbeitet (Griin) - der Knoten ist von der Todo-Liste durchgestrichen
und alle seine Nachbarnknoten wurden entdeckt und auf der Todo-Liste
eingetragen.

Also ein erreichbarer Knoten wird von Weiss, Orange und dann Griin. Nicht
erreichbare Knoten werden am Ende des Durchfithrung der Breitensuche Weiss
bleiben.

Es wird eine detailierte Durchfiihrung der Breitensuche folgen. Es wird empfo-
len, das Beispiel in Parallel zu bearbeiten. Wenn Sie das Gefiihl bekommen, dass
das Verfahren klar ist, sollen Sie das Beispiel selber durchfithren. Sie konnen
natirlich jederzeit die Resultate noch iberpriifen.

Am Anfang ist die Todo-Liste leer und der Startknoten Ziirich (ZRH) wird als
Erster betrachtet: der Knoten wird Orange und auf der Todo-Liste eingetragen.

A A A #
ZhH T 7 /Fnl/aER KUL
‘ LHR |
# # #
MAD BCN LAS BOM

Betrachtete Knoten Liste: BCN, BER, BOM, FRA, KUL, LAS, LHR, MAD, ZRH

TODO Liste: ZRH

Dann schauen wir den ersten noch nicht behandelten Knoten auf der Todo-
Liste an, ndmlich ZRH. Von alle Kanten mit einer Ende im ZRH wird die
Nachbarnknoten-Liste der Knoten ZRH abgeleitet. Die Knoten BCN, LHR und
FRA werden entdeckt (sie werden Orange eingefiirbt und auf der Todo-Liste
eingetragen). Die Knoten konnen in eine beliebige Folge auf der Todo-Liste
eingetragen, aber dieser Reihenfolge ist in der néchten Schritt sehr wichtig -
sie bestimmt von welchem Knoten wird es weiter erkundet. Zusétzlich werden
auch die verwendeten Kanten markiert, so dass wir sie nicht ein zweites Mal
benutzen.

Da alle Nachbarnknoten des Knotens ZRH entdeckt wurden, kann ZRH griin
eingefirbt werden und von der Todo-Liste durchgestrichen werden.

% :::::: --------------------- % 7‘% 3?
ZRH Tz /Fnl/aER KUL

5 LHR |

# # # #
MAD BCN LAS BOM

Betrachtete Knoten Liste: BGN, BER, BOM, FRA, KUL, LAS, £HR, MAD, ZRH

TODO Liste: ZRH, BCN, LHR, FRA
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Der néichste Knoten wird der erste noch nicht behandelte Knoten auf der Todo-
Liste und das ist BCN. Wie im vorgangenen Schritt (mit dem Knoten ZRH),
betrachten wir alle seinen Nachbarnknoten: MAD und LAS und tragen wir sie
auf der Todo-Liste.

Der Knoten BCN hat auch ZRH als Nachbarn, aber da wir die Kante ZRH,
BCN schon markiert haben, diirfen wir die Kante nicht wieder verwenden.

Die Farben der Knoten MAD und LAS werden orange.

Was passiert jetzt mit dem Knoten BCN7 Da alle seine Nachbarnknoten auf
der Todo-Liste stehen, wird er griin eingefirbt und aus der Todo-Liste entfernt.

‘% :::::: --------------------- ‘% 7% 3?
ZRH ez /Fﬂl/aER KUL

5 LHR |

E S e — # #
MAD BCN LAS BOM

Betrachtete Knoten Liste: BGN, BER, BOM, FRA, KUL, EAS, EHR, MAB, ZRH

TODO Liste: ZRH, BGN, LHR, FRA, LAS, MAD

Welcher Knoten wird néchst behandelt?
Der Knoten LHR ist néichst auf der Todo-Liste. Er hat nur einen Nachbarknoten
durch eine noch nicht verwendete Kante und das ist den Knoten FRA. Der
Knoten FRA wurde schon entdeckt (deshalb ist er orange).

In diesem Fall markieren wir nur die Kante LHR, FRA. Der Knoten LHR
wird griin.

e e A
ZRH # FR//aER KUL

5 LHR |

S e — # #
MAD BCN LAS BOM

Betrachtete Knoten Liste: BGN, BER, BOM, FRA, KUL, EAS, EHR, MAB, ZRH

TODO Liste: ZRH, BEN, EHR, FRA, LAS, MAD

Vom Knoten FRA wird den Knoten BER entdeckt.

s S a @
ZRH & FR%BER KUL

LHR |

B oo # #
MAD BCN LAS BOM

Betrachtete Knoten Liste: BGN, BER, BOM, FRA, KUL, LAS, tHR, MAD, ZRH

TODO Liste: ZRH, BGN, EHR, FRA, LAS, MAD, BER

Was passiert jetzt mit der Nachbarn des nichsten Knotens auf der Todo-Liste?
Knoten LAS folgt und seine noch nicht markierte Kante fiihrt zu einem schon
entdeckten Knoten. Wir handeln wie frither mit dem Knoten LHR, dass heisst
wir tragen keine neue Knoten auf der Todo-Liste, wir markieren aber die Kante
LAS, BER und LAS wird griin.

37



ZRH A FRA BER KUL
: LHR . |
Ao R mmmm e # *#
MAD BCN LAS BOM

Betrachtete Knoten Liste: BGN, BER, BOM, FRA, KUL, LAS, tHR, MAD, ZRH

TODO Liste: ZRH, BGN, EHR, FRA, £AS, MAD, BER

Néchst wird der Knoten MAD griin. Er hatte keine unentdeckten Nachbarn und
auch keine noch nicht markierte Kante.

B T # ?{1
ZRH “H- FRA BER KUL

: LHR . |

D A & &
MAD BCN LAS BOM

Betrachtete Knoten Liste: BGN, BER, BOM, FRA, KUL, EAS, EHR, MAB, ZRH

TODO Liste: ZRH, BGN, EHR, FRA, EAS, MAD, BER

Der letzte Knoten auf der Todo-Liste ist BER. Da er auch keine noch nicht ent-
deckten Nachbarn hat, wird die Todo-Liste leer und damit ist die Breitensuche
beendet.

B # Z;’i
ZRH “# - FRA BER KUL

: LHR - |

D R mmmmr e # #
MAD BCN LAS BOM

Betrachtete Knoten Liste: BGN, BER, BOM, FRA, KUL, LAS, tHR, MAD, ZRH

TODO Liste: ZRH, BGN, EHR, FRA, EAS, MAB, BER

Im Graphen bleiben nur die Knoten KUL und BOM unentdeckt (Weiss). Das
bedeutet, dass diese zwei Knoten nicht von Ziirich erreichbar sind. Somit kénnen
wir fassen, dass die direkte und indirekte erreichbare Reiseziele von Ziirich sind:
BCN, BER, FRA, LAS, LHR und MAD.

Aufgabe 3.2. Fiihre die Breitensuche wie im Beispiel [3.1] auf den folgenden
Graphen durch. Die Startknoten ist BUH.

HR——& &

I |
BUH VIE BOM
| |

H———&

MXF\% /ZRH

PAR

Welche Knoten sind vom Startknoten erreichbar und welche nicht?
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Die Todo-Liste, die in Beispiel eingefiihrt wurde, wird in der In-
formatik eine Warteschlange gennant und ist eine héufig eingesetzte
Datenstruktur. Datenstrukturen sind Abstraktionen, die dienen zur Spei-
cherung und Organisation von Daten.

Die Warteschlange speichert Objekte in einer Reihenfolge, bevor sie ver-
arbeitet werden. Die Besonderheit dieser Datenstruktur ist das FIFO-
Prinzip (First-In First-Out): die Elemente werden in der gleichen Ord-
nung verarbeitet, in der sie eingetragen wurden. Genau wie eine Warte-
schlange beim Einkaufen, die ersten Personen, die gekommen sind, wer-
den auch zuerst bedient.

Die Breitensuche dient nicht nur als Traversierungmethode eines Gra-
phen, sie hat auch eine besondere Eigenschaft und das ist, wie in Beispiel
erliutert, dass mit einer kleinen Anderung, die kiirzesten Wege von
Startknoten gefunden werden kénnen. Das Verwenden der Warteschlan-
ge als Todo-Liste garantiert diese Eigenschaft, weil so sind die Knoten
in aufsteigender Distanz zum Startknoten besucht. Die Knoten mit Di-
stanz d zum Startknoten werden besucht, nachdem wir alle Knoten mit
Distanz d — 1 besucht haben und worher wir Knoten mit Distanz d 4 1
besucht haben.

Basierend auf der Breitensuche wurden auch andere Algorithmen in der
Informatik entwickelt, die heutzutage in Routenplaner-Systeme fiir die
Berechnung der optimalen Routen angewendet werden.

Beispiel 3.3. Gegeben ist ein quadratisches Labyrinth mit 8x8 Zimmer. Man
kann nur benachbarten Zimmer nach links, rechts, vorne oder hinten betreten,
solange es keine Wand zwischen den Zimmer gibt.

Eingang
—>

Ausgang
—>

Es wird nach dem kiirzesten Weg vom Eingang zum Ausgang gefragt.

Das Labyrinth kann als Graphen wie in der folgenden Abbildung dargestellt
werden. Die Zimmer sind Knoten und mit Buchstabe von A bis I genannt. Zwei
benachbarten Zimmer, die keine Wand dazwischen haben, sind durch eine Kante
im Graphen verbunden.

Eingang
dORO0R0
Ausgang
@O

Dieses Problem ist sehr dhnlich zum Beispiel Mit einer kleinen Anderung
kann die Breitensuche den kiirzesten Weg zum Ausgang finden.
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Dafiir werden wir fiir jeder Knoten die Lénge des kiirzesten Weg vom Start-
knoten speichern und als Label in der entsprechenden Zimmer des Labyrinths
notieren.

Wir nehmen an, dass das Label des Startknotens 0 ist. Die direkte Nachbarn
werden mit Label 1 bezeichnet und deren Nachbarn mit Label 2 usw. Allgemein
wenn wir einen Knoten mit Label z aus dem Todo-Liste behandeln, berechnen
wir die Labels der neu entdeckten Nachbarnknoten mit = + 1.

Unerreichbare Knoten bezeichnen wir mit Label co (unendlich). Das heisst:
es gibt keinen Weg vom Startknoten zu diesem Knoten (oder einen unendlich
langen Weg).

In Folgenden fithren wir die gednderte Breitensuche durch, geméiss die Abbil-
dung unten und wir berechnen das Léangelabel jedes Knotens.

o
-
o
o
-
n

-] Lo

Sl L]

-
—
-

Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3 Schritt 4
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0—1—2
1 3 1 8 1 3 1 o0 3
2 2 4 2 4 2 o0 4
Schritt 5 Schritt 6 Schritt 7 Schritt 8

1. Der Startknoten A bekommt das Label 0.

2. Der Knoten A wird behandelt und seine Nachbarn D und B bekommen
beide Label 1.

Als Nachbar von Knoten D, bekommt der Knoten G das Label 2.
Als Nachbar von Knoten B, bekommt der Knoten C' das Label 2.
Als Nachbar von Knoten C, bekommt der Knoten F das Label 3.
Als Nachbar von Knoten F', bekommt der Knoten I das Label 4.

N o e w

Knoten I wird behandelt und damit werden alle erreichbare Knoten aus
A erreicht.

8. Knoten F und H sind nicht erreichbar aus Startknoten, deshalb bezeich-
nen wir sie mit Label oo.

Das Label des Knotens I ist 4, dass heisst die Lénge des Wegs vom Eingang
(Knoten A) nach Ausgang (Knoten I) ist 4. Der Weg ist: A, B,C, F, I, dafiir
muss man die Labels folgen.

Aufgabe 3.4. Gegeben sind die Labyrinthe in die Figuren a und b. Wie im
vorherigen Beispiel fithre die geéinderte Breitensuche durch und finde den
kiirzesten Weg vom Eingang zum Ausgang heraus.
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Eingang
—>

Ausgang Ausgan
=5 e

Eingang
e

(a) (b)
Wie lang sind die kiirzeste Wege?

Aufgabe 3.5. Gegeben ist ein Labyrinth. Die Lange der Wege von Eingang bis
zu jedem Zimmer, so wie sie mit der gednderten Breitensuche berechnet wurde,
ist als Label notiert.

Ausgang

lu‘l
=1
Q
o
=1
@

[e]

[4]

a) Wie lang ist den kiirzesten Weg vom Eingang zum Ausgang?

b) Kannst du, zwei Wege der Lénge 7 finden?

Aufgabe 3.6. Gegeben ist ein Labyrinth als Nachbarschaftsliste. Die Eingang
ist durch Knoten S dargestellt und es gibt drei mogliche Ausginge, die Knoten:
A, B und C.

D, J, K

f

=
wn

&=

Foaroma-
wmmpmgq

ARTEQIEHOQEE R

— A

Welcher ist der niheste Ausgang und wie lang ist der Weg zu jedem Ausgang?

41



Was du gelernt hast

In diesem Kapitel haben wir uns mit dem Thema der Traversierung eines Gra-
phen ausseinandergesetzt. Damit haben wir die Knoten eines Graphen syste-
matisch betrachtet, um verschiedene Fragen zu beantworten: Welche Reiseziele
sind von meiner Stadt erreichbar? Wie viele und welche sind die Freundschafts-
kreise in einer Gruppe von Kindern? Wie finde ich den kiirzesten Weg raus aus
dem Labyrinth?

Um all diese Frage zu beantworten haben wir die Breitensuche gelernt, eine
Traversierungsmethode, die zuerst die Knoten besucht, die direkt vom Startkno-
ten erreichbar sind und nur danach den Nachbarsknoten dieser Knoten. Dieser
Ablauf wird sukzessive wiederholt bis alle erreichbare Knoten abgearbeitet wur-
den.

Eine besondere Eigenschaft dieser Traversierungsstrategie ist, dass sie die
kiirzesten Wege vom Startknoten finden kann. Um diese Eigenschaft zu garan-
tieren, muss eine Warteschlange-Datenstruktur umgesetzt werden.
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Teste dich selbst

Fragen

1.

- W

Wie nennt man die systematische Verarbeitung aller Knoten in einem
zusammenhéngenden Graphen?

Wie funktioniert die Breitensuche?

Wie wird die Todo-Liste verwendet?

Welche besondere Anwendung hat die Breitensuche?
Was ist die Lénge eines Wegs?

Wie kann man die Breitensuche einsetzen, um einen kiirzesten Weg zu
suchen?

Kontrollaufgaben

1.

Du planst deine 10. Geburstagsparty und willst deine ganze Freunschafts-
kreise einladen. Gegeben ist der Freundschaftsgraphen deiner Schule: die
Knoten stellen deine Kollegen und Kolleginen dar und die Kanten ihre
Freundschaften. Finde deine Einladungsliste heraus.
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2. Gegeben ist den Graphen der SBB: die Knoten stellen Haltenstellen dar
und die Kanten die Zugfahrten. Finde den kiirzesten Weg zwischen Adlis-
wil und Bern.

(D) (D)
O O O O
5 A)mshofh Flughafen
- /Adliswil

O O O O
Thalwil / Bern
()
o O
Enge

Wie oft muss man umsteigen?
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4 Graphenfiarbung

Knoten in einem Graphen zu farben macht nicht nur Spass, es ist aber auch eine
effektive Methode, um Prozesse zu veranschaulichen oder Besonderheiten in der
Struktur eines Graphen zu entdecken. Das haben wir selbst bemerkt in der
Traversierung eines Graphen und durch die Einteilung in Freundschaftskreise
einer Gruppe von Kindern.

In der Informatik ist die Farbung ein Werkzeug, dass hdufig angewendet
wird. Im Folgenden werden wir uns mit Graphenfarbungs-Problemen aussein-
andersetzen. Es wird nach einer Farbung aller Knoten eines Graphen gesucht,
wo jede zwei benachbarten Knoten unterschiedlich eingeféirbt werden sollten.
Die Fragenstellung dieser Probleme ist zwar einfach: wie viele Farben braucht
man hochstens? Aber in Allgemeinen ist es so ein schwieriges Problem, dass es
fiir grosse Graphen nicht mal dem Computer in brauchbarer Zeit l6sen kann.

Dieses Problem hat aber unglaublich wichtige Anwendungen im echten Le-
ben, beispielsweise in der Ablaufplanung von Terminen oder Stundenplédnen, wo
die Verfiigbarkeit der Teilnehmer beachtet werden sollte. Es lohnt sich also, sich
die Zahne daran auszubeissen!
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Aktivitdt 9 (Zonenkarte einfirben [2]). Gegeben sind die folgenden Zonen-
karten dreier Stédte. Die Zonen sollen erkennbar eingefirbt sein, so dass zwei
nebeneinander liegende Zonen unterschiedliche Farben haben. Zwei Zonen, die
in einer Ecke sich angrenzen, diirfen gleich eingeféirbt sein.

Férbe die Zonen auf der Karten mit moglichst wenige Farben ein.

(a) (b) (©)

Durchfiihrung

Die SuS brauchen das Arbeitsblatt auf der Seite |66} eine Schere und 4 Farbe-
stifte. Sie sollen die bunte Quadrate ausschneiden und damit erst verschiedene
Einfarbungen ausprobieren. Wenn sie eine korrekte Losung mit moglichst wenige
Farben gefunden haben, sollen sie die Karten endgiiltig einfarben.

Das Problem in der Aktivitdt [0 ist eine Instanz des klassischen
Landkarte-Problems in der Informatik. Man soll eine Karte mit moglichst
wenige Farben so einfiirben, dass zwei benachbarten Lander verschiedene
Farben haben. Es wurde schon 1852 vermutet, dass man hdchstens vier
Farben braucht, um jede Karte einzufirben. Es hat aber mehr als 120
Jahre gedauert bis dieser Vermutung mithilfe vom Computer bewiesen
sein konnte. [2]

Das Landkarte-Problem gehort zu den allgemeinen Graphenfiarbungs-
Probleme: alle Knoten eines Graphen miissen mit méoglichst wenige
Farben eingefirbt werden, und benachbarten Knoten sollen verschiedene
Farben haben. In diesem Fall konnen die Léander als Knoten dargestellt
werden und mit Kanten wird die Nachbarschaft der Knoten reprisentiert.
Obwohl es fiir das Landeskarte-Problem inzwischen effiziente Algorith-
men gibt, um die optimale Farbung zu finden, fiir das Problem der op-
timalen Férbung eines beliebigen Graphen ist es nicht den Fall. Sogar
nur zu entscheiden, ob ein beliebiger Graph mit drei Farben eingeférbt
werden kann, ist eine schwere Problem. Um alle mogliche Féarbungen
auszuprobieren, wurde auch mit einem Computer eine Ewigkeit dauern
und wir kennen keine andere bessere Lésung.

Graphenfirbungen sind aber besonders interessant in der Planung von
Terminen oder Stundenplédnen, wo die Verfiigbarkeit der Teilnehmer be-
achtet soll. Ein solches Beispiel ist die Aufgabe
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Aufgabe 4.1. Gegeben ist den Gegnersgraphen einer Klasse. Die Knoten stellen
Schiiler und Schiilerinen dar. Es gibt eine Kante zwischen zwei Knoten, wenn
die entsprechende Kinder nicht gut zusammenarbeiten.

Beim Fussballspielen geht es meistens best, wenn jeder Team nur aus Kinder
besteht, die gut zusammenarbeiten.

A
&&&%@&éﬂ

a) Konnen alle Kinder in genau zwei solche Teams eingeteilt werden? Wenn
ja, farbe die T-shirts der Kinder dementsprechend Rot oder Blau.

b) Wie kannst du systematisch erkennen, ob ein Graph eine Firbung mit
zwei Farben erlaubt? Und sie finden, wenn es eine gibt?

In dieser Aufgabe geht es, um das Einteilung der Knoten des Graphen in
zwei disjunkte Teilmengen, sodass zwischen den Knoten innerhalb bei-
der Teilmengen keine Kanten gibt. Ein Graph, der eine solche Einteilung
zuléisst heisst bipartite. So ein solcher Graph haben wir schon in Auf-
gabe gesehen, ein Graph der hatte Kinder und deren Interesse als
Knoten.

Fiir das Testen dieser Eigenschaft eines Graphen konnen wir fiir eine
Féarbung des Graphen mit zwei Farben suchen. Eine Graphenfarbung
mit zwei Farben z.B. Rot/Blau kann man einfach mit einer systemati-
schen Traversierung des Graphen finden (z.B. Breitensuche). Man fingt
mit einem beliebigen Knoten an und firbt ihn mit Rot. Wenn man die
Nachbarn eines roten Knotens betrachtet, farbt man sie mit Blau. Wenn
man die Nachbarn eines blauen Knotens betrachtet, farbt man sie mit
Rot. Und so weiter. Gelingt diese Strategie? Heisst es dann, dass der
Graph bipartite ist und wir haben die zwei Teilmengen der Knoten mit
rot und blau markiert.

Es kann aber sein, dass es einen Rundweg in Graphen gibt und somit
entstehen zwei gleich gefarbten Knoten, die eigentlich Nachbarn sind.
Das kann man gut mit dem Breitensuche erkennen und das werden wir
gleich in Beispiel [£.2] sehen.
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Beispiel 4.2. Gegeben ist einen Gegnersgraphen, wie in Aufgabe Wir
fiihren die gednderte Breitensuche, wie soeben erldutert, durch. Damit wird
tiberpriift, ob eine Farbung mit zwei Farben erlaubt ist.

Wir fingen mit dem Knoten A an: er wird mit Rot eingefarbt und in der
ToDo-Liste eingetragen. Am néchsten Schritt behandeln wir A, da er den ersten
Knoten in der Todo-Liste ist. Die Nachbarnknoten B und C werden betrachtet,
dass heisst mit Blau eingefarbt und in der ToDo-Liste eingetragen. Die Kanten
AB und AC werden markiert.

ToDo: ABC

Und jetzt folgt der Knoten B. Knoten B ist mit dem Knoten C durch eine
noch nicht markierte Kante benachbart. Aber Knoten B war schon betrachtet.
Jetzt vergleichen wir die Farben von den Knoten B und C. Wenn die Farben
verschieden wiéren, wiirden wir einfach weiter machen. Da die Farben gleich
sind, stoppen wir und leiten wir ab, dass der Graph keine Farbung mit 2 Farben
erlaubt.

Aufgabe 4.3. Gegeben ist der Graph unten. Alle Knoten miissen mit einer
Farbe gefirbt und benachbarte Knoten miissen verschiedene Farben haben.

a) Finde eine Féarbung der Knoten des Graphen mit nur 4 Farben.

b) Zeige, dass es keine andere Firbung mit weniger Farben fiir diesen Gra-
phen gibt, indem du zeigst, dass der Graph weder mit 2 noch mit 3 Farben
eingefirbt werden kann.
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Aufgabe 4.4. Vier Freunde, Alex, Lara, Thomas und Victoria, wollen zusam-
men ins Kino gehen.

e Alex will gerne die Filme 1, 2 und 4 sehen,
e Lara die Filme 2 und 4,

e Thomas die Filme 4 und 5,

e und Victoria will die Filme 3 und 4 schen.

Die Kinder haben frei Montag - Freitag von 13:00 bis 15:00 und alle Filme
ldufen diese Woche in diesem Zeitraum. Jeder Film dauert 90 Minuten, so jedes
Kind kann nur einen Film pro Tag sehen. Wenn die Kinder ihrer Kinobesuche
gut planen, kénnten sie noch Zeit haben, um etwas lustiges alle vier zusammen
zu unternehmen.

Was ist die Mindestanzahl von Tagen, die sie brauchen um alle
gewiinschte Filme anzuschauen? Und wie sieht eine mégliche Planung
aus?

A) Ein Kind kann nicht an zwei oder mehrere Filme gleichzeitig gehen. In der
Tabelle unten markieren wir die Filme, fiir welche die Freunde konflikte haben.
Zum Beispiel Film 2 und 4 haben Konflikte fiir Alex, weil er gerne beide sehen
will, aber auch fiir Lara. Deshalb kreuzen wir die Zelle an der Spalte Film 2 und
der Zeile Film 4 an und umgekehrt.

Wenn zwei Filme einen Konflikt haben, es bedeutet, dass die Filmen nicht an
gleichem Datum geplant werden sollen.

Fiille die Tabelle weiter aus.

Film1l Film2 Film3 Film4 Film5
Film 1
Film 2 X
Film 3
Film 4 X
Film 5

Diese Tabelle ist nicht anders als die Nachbarsschaftsmatrix der Konflikte
zwischen Filmtermine.

B) Stelle den entsprechenden Graphen dar.

Film 1 Film 2 Film 3
Film 5 Film 4

C) Kannst du jetzt moglichst wenige Termine fiir die Freunde finden?
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Aufgabe 4.5. Da mit der Filmplanung so gut gelaufen ist (Aufgabe7 wollen
die vier Freunde néchste Woche die folgenden Aktivitdten unternehmen: den Zoo
oder das Museum besuchen, in die Badi gehen, Rad fahren oder Pizza essen.
Wer und welche Aktivitit unternehmen will, siehst du im unteren Graphen.

Victoria \@

Wie vorher haben die Freunde 2 Stunde téglich Frei und sie haben vor min-
destens 90 Minuten per Aktivitdt zu verbringen.

1. Finde eine Planung, in der die Kinder an alle gewiinschten Aktivitédten in
nur 3 Tagen teilnehmen.

2. Gibt es eine Planung, in der die Kinder nur 2 Tagen brauchen? Erkldre
deine Antwort.

Was du gelernt hast

In diesem letzten Kapitel haben wir uns mit dem spannenden Thema der Gra-
phenfarbung auseinandergesetzt. In dieses Problem wird es nach einer Farbung
aller Knoten eines Graphen mit moéglich wenigsten Farben gesucht, wo jede zwei
benachbarten Knoten unterschiedlich eingefirbt werden sollten.

Eine klassische und wichtige lebensnahe Anwendung ist das Erstellen von
Termine ohne Konflikte. Um eine 2-Farbung der Knoten einer Graphen zu fin-
den, wenn so eine gibt, haben wir eine verdnderte Version der Breitensuche
angewendet. Wir haben aber gesehen, dass in einem beliebigen Graphen gelingt
es man oft nicht bei Hand zu testen, ob der Graph eine Farbung mit 3 Farben
zulésst.

In der Tat das Graphenfarbung-Problem ist so schwierig, dass es die Com-
puter an deren Grenze bringt: das Problem kann fiir beliebige grosse Graphen
nicht mal mit dem Computer in brauchbarer Zeit gelost werden.



Teste dich selbst
Fragen

1. Wie viele Farben braucht man hochstens fiir die Einfarbung einer Land-
karte?

2. Wie kann man erkennen, ob ein beliebiger Graph eine Farbung der Knoten
mit zwei Farben erlaubt?

3. Wie kann man eine Farbung, mit zwei Farben, der Knoten eines Graphen
finden?

4. Gibt es eine effiziente Strategie, um zu erkennen, ob ein belibiger Graph
eine Farbung der Knoten mit drei Fraben zuldsst?

Kontrollaufgaben

1. Welche Graphen von den folgenden kénnen mit 2 Farben eingeférbt wer-
den?
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2. Farbe die Knoten der folgenden Graphen mit 3 Farben ein. Alle Knoten
miissen mit einer der verfiigbaren Farbe gefarbt und benachbarte Knoten
miissen verschiedene Farben haben.
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3. Farbe die Knoten der folgenden Graphen mit 4 Farben ein. Alle Knoten
miissen mit einer der verfiigbaren Farbe gefiirbt und benachbarte Knoten
miissen verschiedene Farben haben.
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4. Farbe die Knoten der folgenden Graphen mit 5 Farben ein. Alle Knoten
miissen mit einer der verfiigbaren Farbe gefiirbt und benachbarte Knoten
miissen verschiedene Farben haben.

Ao

()
o=0
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5 Arbeitsbliatter

In diesem Kapitel finden Sie die Arbeitsblétter fiir die Aktivitdten und Aufgaben
von Kapitel 1 - 4. Die Anleitungen sind aber im jeweiligen Kapitel.
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Aktivitdt
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Aktivitit[0A: Partner T

1. Du bekommst den Graphen unten. Dein Partner kennt nur die Knoten dieses
Graphen und deren Namen. Bei ihm sind die Knoten nicht mal in dieselbe
Position, wie in deinem Bild!

Uberlege wie du ihm deinen Graphen kurz beschreiben kénntest, um ihm zu
helfen, seiner Graph zu vervollstdndigen. Schreibe deine Beschreibung auf und
gib den Zettel deinem Partner.

Aufpassen: du darfst ihm nicht das Bild des Graphen zeigen.

2. Du bekommst von deinem Partner eine Beschreibung seines Graphen. Zeichne

die Kanten und finde ein Muster heraus.
Uberpriife mit deinem Partner ob der Graph stimmt. Wenn nicht, woran

kann das liegen?

®@®
®

3. Bespreche mit deinem Partner eure erfundenen Beschreibungen. Welche Vor-
schlag findet ihr praktisch und warum?
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Aktivitit[0A: Partner IT

1. Du bekommst den Graphen unten. Dein Partner kennt nur die Knoten dieses
Graphen und deren Namen. Bei ihm sind die Knoten nicht mal in dieselbe
Position, wie in deinem Bild!

Uberlege wie du ihm deinen Graphen kurz beschreiben kénntest, um ihm zu
helfen, seiner Graph zu vervollstdndigen. Schreibe deine Beschreibung auf und

gib den Zettel deinem Partner.
Aufpassen: du darfst ihm nicht das Bild des Graphen zeigen.

@
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2. Du bekommst von deinem Partner eine Beschreibung seines Graphen. Zeichne

die Kanten und finde ein Muster heraus.
Uberpriife mit deinem Partner ob der Graph stimmt. Wenn nicht, woran

kann das liegen?

© ®
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3. Bespreche mit deinem Partner eure erfundenen Beschreibungen. Welche Vor-
schlag findet ihr praktisch und warum?
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Aktivitit [0B: Partner I

1. Du bekommst den Graphen unten. Dein Partner kennt nur die Knoten dieses
Graphen und deren Namen. Bei ihm sind die Knoten nicht mal in dieselbe
Position, wie in deinem Bild!

Uberlege wie du ihm deinen Graphen kurz beschreiben kénntest, um ihm zu
helfen, seiner Graph zu vervollstdndigen. Schreibe deine Beschreibung auf und

gib den Zettel deinem Partner.
Aufpassen: du darfst ihm nicht das Bild des Graphen zeigen.

2. Du bekommst von deinem Partner eine Beschreibung seines Graphen. Zeichne
die Kanten und finde ein Muster heraus.
Uberpriife mit deinem Partner ob der Graph stimmt. Wenn nicht, woran

kann das liegen?
® © ®
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3. Bespreche mit deinem Partner eure erfundenen Beschreibungen. Welche Vor-
schlag findet ihr praktisch und warum?
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Aktivitit [AB: Partner IT

1. Du bekommst den Graphen unten. Dein Partner kennt nur die Knoten dieses
Graphen und deren Namen. Bei ihm sind die Knoten nicht mal in dieselbe
Position, wie in deinem Bild!

Uberlege wie du ihm deinen Graphen kurz beschreiben kénntest, um ihm zu
helfen, seiner Graph zu vervollstdndigen. Schreibe deine Beschreibung auf und

gib den Zettel deinem Partner.
Aufpassen: du darfst ihm nicht das Bild des Graphen zeigen.
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2. Du bekommst von deinem Partner eine Beschreibung seines Graphen. Zeichne

die Kanten und finde ein Muster heraus.
Uberpriife mit deinem Partner ob der Graph stimmt. Wenn nicht, woran

&
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3. Bespreche mit deinem Partner eure erfundenen Beschreibungen. Welche Vor-
schlag findet ihr praktisch und warum?
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Aktivitit[AC: Partner I

1. Du bekommst den Graphen unten. Dein Partner kennt nur die Knoten dieses
Graphen und deren Namen. Bei ihm sind die Knoten nicht mal in dieselbe
Position, wie in deinem Bild!

Uberlege wie du ihm deinen Graphen kurz beschreiben kénntest, um ihm zu
helfen, seiner Graph zu vervollstdndigen. Schreibe deine Beschreibung auf und
gib den Zettel deinem Partner.

Aufpassen: du darfst ihm nicht das Bild des Graphen zeigen.

2. Du bekommst von deinem Partner eine Beschreibung seines Graphen. Zeichne

die Kanten und finde ein Muster heraus.
Uberpriife mit deinem Partner ob der Graph stimmt. Wenn nicht, woran
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3. Bespreche mit deinem Partner eure erfundenen Beschreibungen. Welche Vor-
schlag findet ihr praktisch und warum?
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Aktivitat[AC: Partner I1

1. Du bekommst den Graphen unten. Dein Partner kennt nur die Knoten dieses
Graphen und deren Namen. Bei ihm sind die Knoten nicht mal in dieselbe
Position, wie in deinem Bild!

Uberlege wie du ihm deinen Graphen kurz beschreiben kénntest, um ihm zu
helfen, seiner Graph zu vervollstdndigen. Schreibe deine Beschreibung auf und
gib den Zettel deinem Partner.

Aufpassen: du darfst ihm nicht das Bild des Graphen zeigen.

2. Du bekommst von deinem Partner eine Beschreibung seines Graphen. Zeichne

die Kanten und finde ein Muster heraus.
Uberpriife mit deinem Partner ob der Graph stimmt. Wenn nicht, woran

® ©
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3. Bespreche mit deinem Partner eure erfundenen Beschreibungen. Welche Vor-
schlag findet ihr praktisch und warum?
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Aktivitit [T Partner A

1. Schreibe die Kantenliste des folgenden Graphen auf ein Blatt Papier und
tausche sie mit deinem Partner/deiner Partnerin.

2. Dein Partner/Deine Partnerin hat einen Graphen bekommen, der die Nach-
barschaft der Kreise einer Stadt repréisentiert: durch Knoten wurden die Stadt-
kreise dargestellt und durch Kanten die Nachbarschaft der Stadtkreise. Zum
Beispiel zwei Stadtkreise 3 und 4 sind durch eine Kante verbunden, wenn die
entsprechenden Stadtkreise 3 und 4 nebeneinander liegen (oder anders gesagt,
sie teilen eine Grenze).

Gegeben ist die Nachbarschaftsliste dieses Graphen und die unten abgebilde-
ten Karte der Stadt. Finde heraus, wo die Stadtkreise 1 - 5 liegen. Die Stadtkreise
sind mit unterschiedlichen Farben auf der Karte eingefirbt.

B

3. Du und dein Partner sollten:

a) jeder ein Entsperrungsmuster fiir sein Handy erfinden,

b) das Muster als Nachbarschaftsmatrix darstellen und mit dem Partner tau-
schen,

c¢) das Muster des Partners zeichnen.

Dafiir konnt ihr die abgebildete Handybildschirme unten benutzen.

10:23 10:23
Mi., 16. SEP. Mi., 16. SEP.
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Aktivitit[7: Partner B

1. Schreibe die Nachbarschaftsliste des folgenden Graphen auf ein Blatt Papier
und tausche sie mit deinem Partner/deiner Partnerin.

2. Dein Partner/Deine Partnerin hat den Graphen der Karte einer Nachbar-
schaft, wo 6 Freunde (Alex, Fabian, Jim, Linda, Marla und Raisa) wohnen, be-
kommen. Durch Knoten werden die Hiuser der Freunde dargestellt und durch
Kanten die Strassen der Nachbarschaft. Zum Beispiel sind zwei Knoten Alex und
Fabian durch eine Kante verbunden, wenn ihre entsprechenden Héauser durch ei-
ne Strasse verbunden sind.

Gegeben ist die Kantenliste dieses Graphen und die unten abgebildete Karte
der Nachbarschaft. Finde heraus, wem jedes Haus gehort.
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3. Du und dein Partner sollten:
a) jeder ein Entsperrungsmuster fiir sein Handy erfinden,

b) das Muster als Nachbarschaftsmatrix darstellen und mit dem Partner tau-
schen,

¢) das Muster des Partners zeichnen.

Dafiir konnt ihr die abgebildete Handybildschirme unten benutzen.

10:23 10:23
Mi., 16. SEP. Mi., 16. SEP.
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Aktivitat [8A

1. Gegeben ist einen Graphen als Kantenliste. Die Namen der Schiiler und
Schiilerinnen wurden durch Buchstaben von A bis K ersetzen.

Hinweis: Im Folgenden wird eine Kante X,Y zwischen Knoten X und Y ver-

einfacht als AK bezeichnet.

Die Kantenliste der Graphen besteht aus:

AK,BI,BG,CD,JH,ED,FB,GI,CE, HJ, AH

Ohne den Graphen zu zeichnen, finde die 3 Freundschaftskreise und fiige die

Knoten in der folgende Tabelle hinzu.

Rot

Blau

Griin

2. Erldutert deine Strategie, um Freundschaftkreise in einem Graphen zu finden.
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Aktivitit [SB

1. Gegeben ist einen Graphen als Nachbarschaftsliste. Die Namen der Schiiler
und Schiilerinnen wurden durch Buchstaben von A bis J ersetzen.

)

ie Nachbarschaftsliste ist:
F
:E, G

e R=X2 vm
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Ohne den Graph zu zeichnen, finde die 3 Freundschaftskreise und fiige die Kno-
ten in der Tabelle hinzu.

Rot | Blau | Griin

2. Erlautert deine Strategie, um Freundschaftkreise in einem Graphen zu finden.
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Aktivitit[J: Zonenkarten einfirben

vvvvvvvvvvvvvvv

66



6 Musterlé6sungen

Der Graph und das Eulertour-Problem

Losung (Aktivitét [[). Durch diese Aktivitét sollen die SuS das Problem der
Polizeipatrouille kennenlernen und damit {iben sie auch Probleme zu abstrahie-
ren. Das hilft ihnen zu verstehen, die Motivation hinten das Modellieren eines
Problems anhand von Graphen.

Die Fragen a und b dienen an das Verstehen des Problems: was erlaubt ist, was
nicht und warum nicht.

Wenn wir die Kreuzungen in Figur ¢ von 1 bis 5 durchnummerieren, wie in fol-
genden Figur, ist die gewiinschte Route 1, 2, 3, 4, 5, 1. Eine andere moglichkeit
wére 1, 5, 4, 3, 2, 1. Wenn die Kreuzungen benannt werden, ist es einfach eine
Route zu beschreiben.

Polizeiwache

In der Figur b sehen wir drei moglichen Gegenbeispiele ohne Losungen: die
Sackgasse, das Bergdorf und die Briicke. Im Ersten liegt die Polizeiwache am
Ende einer Sackgasse, deshalb kann man nicht mehr zuriick zur Polizeiwache,
ohne die rote Strasse zwei Mal zu befahren. Im Zweiten geht es um ein Bergdorf
mit einer einzigen Strasse, die man hin und her fahren muss, um das Dorf
zu patrouillieren. Und im Letzten gibt es eine Briicke {iber den See, die man
unbedingt zwei Mal fahren muss, wenn man alle Strassen patrouilieren will und
man zuriick zur Polizeiwache muss.

Polizeiwache

Polizeiwache

Polizeiwache

Sackgasse Bergdorf Briicke

Die Frage ¢ zeigt drei Karten (die Letzte ist fiir altere Kinder geeignet). Die
allerwichtigsten Informationen sind die Kreuzungen und die Strassen zwischen
ihnen. Also man kann am einfachsten die Kreuzungen durchnummerieren oder
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benennen. Die Route kann man einfach beschreiben, durch eine Folge von Kreu-
zungennamen.

Polizeiwache

?

&
+ 2
D DD D

O,

Eine Losung fiir Karte A ist: 1,2,3,4,5,3,6,1

Eine Losung fiir Karte B ist: 1,2,3,4,5,2,6,5,7,1
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Eine Losung fiir Karte C ist: 1,2,3,4,2,5,6,2,7,6,8,7,1

Lésung (Aufgabe . In dieser Aufgabe iiben die SuS Wege in Graphen. Sie
konnen merken, dass man in einem Weg verschiedene Strecken wiederholen darf
und somit gibt es unzahlreiche Mo6glichkeiten. Wenn man die Metrokarte als
Graph so représentiert, wie im Beispiel, verliert man die Information tiber die
Metrolinien. Deshalb kénnen z.B. Wege mit moglichst wenige Umsteigen nicht
gefunden werden.

a) Es gibt z.B. die Route Heidi-Dorf, Heidi-Hof, Museum oder die Route
Heidi-Dorf, Heidi Hof, Kreuzplatz, Museum. Da die Informationen iiber
die Metrolinien nicht mehr zur Verfiigung stehen, kénnen wir nicht mehr
merken, dass die zweite Route obwohl ldnger (mit mehr Haltestellen),
direkt (ohne Umsteigen) ist.

b) Kreuzplatz, Museum, Rathaus, Post, Spital
¢) Uniwversitit, Heidi-Hof, Museum, Rathaus, Schule, Botanischer Garten

d) Erster Weg: Schule, Rathaus, Zentral, Kunsthaus, Zoo;
zweiter Weg: Schule, Rathaus, Museum, Heidi-Hof, Kreuzplatz, Museum,
Zentral, Kunsthaus, Zoo;
dritter Weg: Schule, Rathaus, Museum, Zentral, Kunsthaus, Zoo
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Losung (Aufgabe . Zum Zweck des Problems in Aktivitét [1f sind wir nur
an den Kreuzungen und den Strassen der Karte interessiert. Wir nummerie-
ren die Kreuzungen durch und sie als Knoten betrachten. Die Strassen werden
die Kanten. Die Karte in Aktivitét wird als Graph, wie in folgende Figur,
dargestellt.

Die Losung des Problems ist einen Rundweg, der von Knoten 1 (der Knoten
neben die Polizeiwache) anfingt und geht durch alle Kanten genau einmal (nicht
mehr, nicht weniger).

Losung (Aktivitiat . Die gewiinschten Routen sind in folgender Figur darge-
stellt.

c)

b) =

I

Wenn wir die Zimmer nach Farbe benennen wiirden, konnten wir die Losungen
als eine Reihefolge von Zimmer beschreiben. Zum Beispiel wiren die gesuchten
Routen dann:

a) Gelb, Rosa, Lila, Griin, Blau, Gelb

b) Gelb, Rosa, Lila, Griin, Blau, Gelb
c¢) Lila, Gelb, Griin, Blau, Rosa, Griin, Lila, Rosa, Gelb, Lila

Losung (Aufgabe [1.6). Die Knoten stellen die Zimmer dar. Wenn zwischen
zwei nebeneinander liegenden Zimmer, gibt es eine Tiir, dann werden die ent-
sprechenden Knoten durch eine Kante im Graphen verbunden. Genau wie beim
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Problem in Aktivitét [1] wird ein Rundweg gesucht, der vom Empfangszimmer-
Knoten anfangt und durch alle Kanten genau einmal geht.

Losung (Aufgabe [1.7). Nein, es gibt keine Lésung. Diese Aufgabe zeigt den
Anfang der Graphentheorie und dient als Motivation fiir das Finden der Eigen-
schaften eines euleriarischen Graphen. Das wird aber im néchsten Teil folgen.
Der Fluss teilt der Stadt in 4 Teile, wie unten abgebildet.

Teil 3

e

Teil 1 Teil 2

bt A e

Teil 4

Die Karte kann als ein Graph dargestellt werden: die Knoten sind die Stadtteile
und die Kanten sind die Briicken.

WEeil einige Stadtteile ungerade Anzahl der Briicke haben, wird das Problem
keine Losung haben. Das wird aber spéter ordentlich thematisiert.

Lésung (Aktivitét . Durch Ausprobieren kénnen die SuS entdecken, welche
Graphen eine Losung haben und welche keine. Die Graphen in Figuren b, d und
f haben eine Losung. Da Figur b schwieriger ist, wird im Folgenden ihre Losung
gezeigt. Wenn wir die Kanten so wie unten nennen, eine mogliche Eulertour ist:
0,1,2,0,3,4,0,5,2,4,5,6,7,0

Der Graph in der Figur e ist nicht verbunden, deshalb kann das Muster nicht
gezeichnet werden, ohne den Bleistift hochzuheben. Fiir die folgenden 2 Graphen
a und ¢ soll man achten, wo das Problem liegt. Beim welchen Punkt/Knoten
blockiert man sich? Man wird dann bemerken, dass es bei den Knoten mit
ungerade Anzahl von Kanten nicht weiter gehen kann.

Losung (Aufgabe [1.8). Ein zusammenhingender (verbundener) Graph,
dessen Knoten nur gerade Grade hat, besitzt eine Eulertour.
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Loésung (Aufgabe. Ein solcher Graph ist in der folgenden Figur dargestellt.
Es kann aber auch andere Mo6glichkeiten geben.

GvO
e ®

Die Knoten B und C haben beide Grad 3, die Knoten A und D Grad 2 und der
Knoten E hat Grad 0.

Losung (Aufgabe . Der einzige zusammenhéngende Graph ist der in Figur
d.

In Figur a ist es offensichbar, dass es 3 verbundenen Teile gibt, ndmlich der Teil
gestaltet aus A,C, D, der aus B, D und der aus F, H,G, F.

In Figur b gibt es 2 zusammenhiingenden Teile: 1,4 und 2, 3,5 (z.B. vom Knoten
2 gibt es keinen Weg zu einem Knoten des ersten zusammenhéngenden Teils).
Der Knoten V' in der Figur c ist isoliert, deshalb kann dieser Graph auch nicht
zusammenhingend sein.

Losung (Aufgabe [1.11)). Diese Aufgabe zeigt intuitiv ein Verfahren fiir das

Bauen einer Eulertour.

a) Ja, weil alle Knoten gerade Grade haben und der Graph zusammenhéngend
ist.

b) Eine Losungist: A, H,G,V,H,T,K,L, U, X, K,P,W,M,0,B,S,R,Z,S, M, A.

¢) Es kann mit einem beliebigen Knoten angefingt werden. Wenn es eine
Eulertour gibt, also einen Rundweg, konnte jeder Knoten den Startknoten
sein.

Loésung (Aufgabe. Eine mogliche Einteilung des ersten Graphen in Rund-
wege ist unten abgebildet. Der erste Rundweg ist A, B, H, E, A, der Zweite:
D,B,C,D und der Dritte: F, E,G,F. Wenn wir von Knoten A mit dem ro-
ten Rundweg als haupt Rundweg anfangen, wire eine mogliche resultierende
Eulertour: A, B,H,E,G,F,E,A,B,D,C,B, A.

0

D C
Der zweite Graph kann in 4 Rundwege eingeteilt werden. Der erste: E,C, B, F,
der zweite: C,G, H,C, der dritte: Z,C, M, H, X, Z und der letzte B, X, F, B.
Wir wihlen den Knoten F' als Startknoten aus und den schwarzen Rundweg als

Hauptrundweg. Wenn diese Rundwege verkoppelt werden, entsteht die folgende
Eulertour: F,B,C,G,H,C,Z,X,H, M,C,B, X, F
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Der letzte Graph war in 5 Rundwege eingeteilt. Wir fangen mit dem Knoten 1
an und mit dem lila Hauptrundweg. Wir werden erst den schwarzen Rundweg
aus Knoten 4 mit dem lila verkoppeln, dann den blauen aus Knoten 6, den
griinen aus Knoten 8 und am Ende den roten aus Knoten 8. Die entstehende
Eulertour ist: 1,4,5,3,1,4,6,8,0,10,8,9,11,12,9,8,12,7,3,6,7,2,5, 1.

Natiirlich gibt es mehrere mogliche Einteilungen und Losungen.

Losung (Aktivitdt [5). Die Start- und Zielknoten zu finden ist ein wichtiger
Hinweis. Nur Knoten mit ungeraden Grade kénnen die Start- und Zielknoten
sein und es gibt nur zwei solchen Knoten im Graphen, die einen Eulerweg haben.

a) In folgenden Figuren werden die Start- und die Zielknoten abgebildet.

3 4 3 3
Q Q. Q o
2 w41 s e 52 1 4
e D G o O B O Qeeeeen 0
A R S— R — T — £ S— 1S
1 5 7 31 i 8 7 5
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Die gesuchten Wege sind a: 1,2,3,4,5,2,4,1,5,
b: 1,4,5,1,2,3,5,

c:5,4,1,5,3,2,1 und
d:1,2,3,4,1,7,2,6,7,4,5,7.

Es gibt auch andere moglichen Losungen.

b) Nur Graphen a und d haben eine Losung.
¢) Wie das Verfahren genau funktioniert, wird in Beispiel erlautert.

Losung (Aufgabe. Die Knoten mit ungeraden Graden sind A und 7'. Wir
konnten die Kante AT entfernen und eine Eulertour in den gebliebenen Gra-

phen finden.

Wir werden also die drei Rundwege verkoppeln: A, Z, X, F,T,E, Amit X, H A, E,T, X
und dann mit H, M, A, G, H.

Die entstehende Eulertour wire dann A, Z, X, H, M, A, G, H, A, E, T, X, F\T, E, A.

Es bleibt jetzt nur, dass wir die Kante AT zuriick hinzufiigen. Das kann man
entweder am Anfang oder am Ende der Eulertour machen.

Kontrollaufgaben

1. Eine mogliche Losung ist den folgenden Graphen:

2. Wir nennen die Entsortgungsstelle Knoten 0 und wir nummerieren alle
anderen Kreuzungen von 1 bis 8 durch, wie in folgende Abbildung.

0

w @ &
e |
L e| e
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Eine Losung ware: 0,1,3,2,4,8,7,5,6,7,4,0.
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3. Zum Beispiel in der Figur a kénnte die Kante BF entfernt oder die Kante
BH hinzufiigt werden. Somit werden es nur zwei Knoten (Griin eingefirbt)
mit ungeraden Grade sein. Die entsprechende Eulerwege sind:

(a") Mit der Kante BH: G,A,B,H,G,C,D,E,F,C,E, G,B,F

In der Figur b soll man entweder die Kante DFE oder F'H entfernen. Man
kann auch F'D oder DE hinzufiigen. Und es gibt verschiedene Eulerwege,
z.B.:

(b") Mit der Kante EF: H, F, E, G, F,A,B,D,E,B,C,E,A,G,H,C,D

Graphendarstellungen

Losung (Aktivitét [6). Durch diese Aktivitdt entdecken die SuS ihre eigenen
textbasierten Graphendarstellungen, die moglicherweise sehr #dhnlich zu den
Darstellungen, die in dieser Lektion vermittelt werden, sind.
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Wenn die Darstellungen erfolgreich verstanden wurden, sollen die Schiiler in
Aufgabe 2 die folgenden Muster entdecken:

0
°°'° o B N

Arbeitsblatt A / Arbeitsblatt A / Arbeitsblatt B /
Partner | Partner Il Partner |

ORO)

Arbeitsblatt B / Arbeitsblatt C / Arbeitsblatt C /
Partner Il Partner | Partner Il

Losung (Aktivitdt [7). Durch diese Aktivitét werden die gelernten Graphen-
darstellungen wiederholt. Wenn alles gut lduft, sollen die SuS die folgenden
Losungen fiir Aufgabe 2 entdecken:

. 4 4
Kreis 1 —\ S
Kreis 2 ﬁ \

Kreis 5
|
\
Kreis 3 3 “ |
\‘Kreis 4
|

Arbeitsblatt A Arbeitsblatt B

Losung (Aufgabe . Die gewiinschte Kantenliste ist:

Marley, Victor

Olivia, Victor.

Er sollte diese Freunde nicht zusammen einladen, weil sie nicht befreundet sind.

Losung (Aufgabe . In folgenden Nachbarschaftsmatrix werden die Farben-
namen durch den Anfangsbuchstabe ersetzt.

W G R B L
w X X
G | x X X
R X X
B X X
L X X X
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Loésung (Aufgabe. Der erstellte Graph soll als Knoten sowohl die Freunden
als auch ihren Interessen haben. Das ist ein besonderes Art von Graphen, der
bipartite heisst, weil es zwei Teile / Arten von Knoten hat. Die Kanten haben
immer eine Ende in der Freundenknoten und die andere in der Interessenknoten.
Die Nachbarschaftsmatrix dieses Graphen ist:

Olivia: Schwimmen, Fussballspielen, Schach, Programmieren

Elisa: Reiten, Basteln, Programmieren

Phillipe: Programmieren, Tennisspielen, Schach

David: Basteln, Programmieren, Schwimmen

Schwimmen: Olivia, David

Fussballspielen: Olivia

Schach: Olivia, Philippe

Programmieren: Olivia, Elisa, Phillipe, David

Reiten: Elisa

Basteln: Elisa, David

Tennisspielen: Phillipe

a) Olivia hat die meisten Interesse, weil der Grad des Knotens Olivia ist der
grosste unter alle Grade der Freundenknoten.

b) Ja, die Freunden haben das Programmieren als gemeinsame Interesse. Der
Grad dieses Interessenknotens ist genau 4, der Anzahl der Freunde. Das
heisst, dass jeder Freund Programmieren gerne hat.

Losung (Aufgabe . In dieser Aufgabe geht es um die Umwandlung einer
Kanteliste in eine Nachbarschaftsliste. Somit kénnen einfach und effizient alle
Synonyme eines Wortes bemerkt werden. Die Nachbarschaftsliste soll alphabe-
tisch sortiert werden:

Auto: Fahrzeug, Personenwagen

Fahrzeug: Auto, Personenwagen

gehen: spazieren, wandern

Personenwagen: Auto, Fahrzeug

reden: sagen, sprechen

sagen: reden, sprechen

spazieren: gehen, wandern

sprechen: reden, sagen

wandern: gehen, spazieren

Losung (Aufgabe . Mit dieser Aufgabe iibt man die Nachbarschaftsmatrix
Graphendarstellung.

a) Nein, Anna und Noellie sind nicht befreundet, weil es an der Kreuzung der
Spalte Anna mit der Zeile Noellie keinen Kreuz gibt. Fabian und Simon
sind aber befreundet.

b) Simon hat 2 Freunde, weil es auf seiner Zeile zwei Kreuze gibt.

c¢) Noellie hat die wenigsten Freunden, weil es auf ihrer Zeile nur einen Kreuz
gibt. Fabian hat aber die meisten Freunden, da es auf seiner Zeile 3 Kreuze
gibt und kein anderer Freund mehr Kreuze hat.
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Kontrollaufgaben

1. Die Nachbarschaftsmatrix dieses Graphen ist:

G R A P H
G X
R | x b'd
A X X
P X X
H X

Die Kantenliste ist: (G,R), (R,A), (A, P), (P, H) und die Nachbarschafts-
liste ist:
G: R

b

RN
TEEQ
=EES

2. Der Graph kann beispielsweise so abgebildet sein:

Hier konnte man merken, dass es gibt zwei Typen von Knoten: Die ei-
ne reprasentiert Farbe und die andere Obst und Gemiise. Es gibt keine
Kante zwischen Knoten des gleichen Types. Graphen wie dieser heissen
bipartite Graphen.

4. Der Graph sieht zum Beispiel so aus:

56d6
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Die Traversierung eines Graphen

Losung (Aktivitit . Der Zweck dieser Aktivitdt ist die Entdeckung einer
systematischen Strategie fiir das Durchlaufen eines Graphen. Bei dem Graphen
in Frage a gibt es 2 Freundschaftkreise. In der Abbildung unten sind die Knoten
eines Freundschaftskreises mit Orange und die Knoten des anderes mit Blau
eingefarbt.

VRN
| Fabian

Daouda

| Sorin |
A4

Um diese Einteilung zu finden, muss man:

1. einen beliebigen noch unbetrachtet und noch nicht eingefirbt Knoten
auswéhlen und mit einer noch nicht verwendeten Farbe (z.B. Orange)
einfarben

2. von alle Nachbarsknoten eines schon eingefirbten Knotens, ein beliebige
Knoten auswéhlen und mit der gleichen Farbe einfirben

3. Schritt 2 wiederholen, solange bis es keinen unbetrachteten Nachbarskno-
ten eines schon eingefiarbten Knotens gibt.

4. Wenn es noch unbetrachteten und nicht eingefirbte Knoten gibt, fange
wieder von Schritt 1 an.

In dem Beispielgraphen in Figur a, sobald ein Knoten eingefirbt wurde, kann
man die Kanten folgen und die Nachbarsknoten gleich einfarben. Man muss sich
nur merken, welche von der neue eingefarbten Knoten, noch Nachbarsknoten,
die nicht betrachtet wurden, haben. Dafiir kann man Beispielweise, die Knoten
in einer Liste eintragen.

Punkt ¢, Arbeitsblatt A:

Rot | Blau | Griin
A B C
H G D
J I E
K F
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Punkt ¢, Arbeitsblatt B:

Rot | Blau | Griin
A B I
D C J
F E
G
H

Lésung (Aufgabe . Da am Ende der Durchfithrung der Breitensuche, wie
im folgenden Bild veranschaulicht, werden die Knoten VIE, M X P, ZRH und
PAR griin, bedeutet es, dass diese Knoten vom Startknoten BUH erreichbar
sind. Nur der Knoten BOM bleibt weiss. Das heisst Knoten BOM ist nicht
erreichbar.

Schritt 0 Schritt 1
— # sun Hpoemee # Z |aun
BUH VIE BOM

! I
MXP
Bl:JF/ViE BOM | Mx

# /%
MXP\% ZRH

MXP\% ZRH

PAR PAR
Schritt 2 Schritt 3
| A 7| aum | A A e
BUH “VE BOM M BUH _~"VIE BOM M
Lo PAR b : PAR
%: _____________ % ZRH %: _____________ % ZRH
MXP . 7RH MXP' 7 7RH
PAR PAR
Schritt 4 Schritt 5
G- A7 s G- A7 g
BUH “ViE  BOM M BUH “ViE  BOM M
P : PAR Do ; PAR
P # ZRH PR # 2
MXP" % ZRH MXP' - ZRH
PAR PAR
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Losung (Aufgabe . Die Losungen fiir die zwei Labyrinthe sind in folgende
Figur abgebildet. Mit Lila wird den kiirzesten Weg kenngezeigt.

[=] =] [=]
E] Eingang
(=] [=]| [e] 25
[=] =] [2] B
[=][=]1[=][=] [«]

(a) (b)

2]

(5]
[]

Ausgan
gang

= B B[]
[o] [o] [

Eingang

l

] B E B [

2]
[7]
O
B
[e]

(4]
5]

Losung (Aufgabe . Am Anfang steht auf der Todo-Liste nur S, der Start-
knoten.
Todo: S

Lénge‘()‘oo‘oo‘oo‘oo‘oo‘oo‘oo‘oo‘oo‘oo‘oo‘

[SIA[B]CID|E[F|[G[H|I[J]K]

Der Knoten S wird betrachtet, seine Nachbarn D, J, K auf der Todo-Liste
eingetragen und deren kiirzeste Weglénge zum S wird aktualisiert.
Todo: 8,D,J, K

1
[ 7]

1
K |

0 ooool‘oo‘oo‘oo‘oo‘oo
[STAIB[CID[E|F[G[H]I
Der Knoten D wird dannach betrachtet und nur seine Nachbarn E, F' auf

der Todo-Liste eingetragen. Die Knoten S war schon auf der Liste.
Todo: 8,8,J,K,E, F

1
[T

1
K |

Léinge‘O‘oo‘oo‘oo‘1‘2‘2‘00‘00‘00
[S[A[B]CID[E[F]G[H]I

Die niichsten drei Knoten .J, K und E bringen keine Anderung zur Lénge-
Liste, weil sie keine neue Knoten auf der Todo-Liste eintragen.

Wir betrachten nun den Knoten F. Er ist mit A, D, E verbunden, aber nur
der Knoten A kommt neu auf der Todo-Liste und die kiirzeste Weg von S bis
A ist der Weglénge der Knoten F' + 1.

Todo: 8.0,/ K. E. F,A

Die Ausgidnge B und C sind iiberhaupt nicht erreichbar und der kiirzeste
Weg bis Ausgang A hat Lénge 3.
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Linge | 0 | [ 1] 1|
S| [T K]

3‘00‘00‘1‘2‘2‘00‘00‘00
A[B[C|D[E|F|C H]|I
Kontrollaufgaben

1. Auf deiner Einladungsliste stehen: Ana, David, Galileo, Laura und Tina.

2. Es gibt zwei kiirzesten Wege: Adliswil, Wollishofen, Zirich, Bern und
Adliswil, Wiedikon, Ziirich, Bern.

Graphenfiarbung

Losung (Aktivitét E[) Die Figur a kann mit 2 Farben eingefiarbt, die Figur b
mit 3 Farben und die Figur ¢ mit 4 Farben. Eine beste mogliche Farbung der
Zonenkarten ist folgende:

[ o Z>am on ] {285 oy
=eale

Losung (Aufgabe [1.1). Die Lésung der Figur a ist unten abgebildet.

— 9 S A AR
S P

Figur b hat keine Losung, weil es den roten Rundweg zwischen die 3 Schiiler gibt,
wie oben abgebildet. Sie kénnen miteinander nicht gut arbeiten und deshalb
konnen sie nicht in 2 Gruppen eingeteilt werden.
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Losung (Aufgabe . Eine mogliche Farbung mit 4 Farben ist unten abge-
bildet.

Bei dieser Aufgaben sollten die Kinder die Intuition bekommen, dass das Pro-
blem des Findens einer optimalen Farbung fiir einen beliebigen Graphen schwie-
rig ist. Es ist schnell iiberpriifbar, ob einer beliebiegen Graphen eine 2-Farbung
zulésst. In diesem Fall beispielweise ist das nicht moglich wegen des Rundwegs
5,7,8, der unbedingt 3 Farben braucht.

Zu iiberpriifen ob eine 3-Farbung moglich ist, ist schon auf diesem kleinen
Graphen anspruchsvoll. Man muss einfach alle Moglichkeiten ausprobieren.

Lésung (Aufgabe . Die Konflikttabelle sieht wie im Folgenden aus. Und

Film1l Film2 Film3 Film4 Film5
Film 1 X X
Film 2 X X
Film 3 X
Film 4 X X X X
Film 5 X

eine mogliche Farbung sieht man unten. Das heisst, dass die Kinder mindestens
3 Tagen brauchen, um alle Filme, wie gewiinscht, zu sehen. Die Kinder kénnen
z.B. Film 1, Film 3 und Film 5 am Montag, Film 2 am Dienstag und Film 4
am Mittwoch sehen. Thnen bleibt dann noch Donnerstag und Freitag, um etwas
zusammen zu unternehmen.

111 111 111
D D> >
Film 1 Film 2 Film 3
111 111
D> >
Film 5 Film 4
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Losung (Aufgabe . Die Losung dieser Aufgabe ist dhnlich zu Aufgabe
Der Graph unten stellt die Konflikte zwischen Aktivitdten dar. Wir kénnen
diesen Graphen mit 3 Farben firben, wie abgebildet. Das heisst, die Kinder
kénnten z.B. am Montag den Zoo (Alex, Thomas) und das Museum (Lara,
Victoria) besuchen, am Dienstag in die Badi gehen (Alex, Lara) und Pizza
essen (Thomas, Victoria) und am Mittwoch kénnen sie alle Rad fahren.

=) &
=

Fahrrad

Weil dieser Graph Kreise enthélt, gibt es keine mogliche Farbung mit nur 2
Farben. Das heisst, es ist unmdoglich dass die Kinder alle Aktivitdten in nur 2
Tagen unternehmen.

Kontrollaufgaben

1. Nur der Graph in Figur ¢ kann mit 2 Farben eingeférbt werden: Z.B. die
Knoten A, D, F' mit Rot und die Knoten B, C, F' mit Blau. Die Figuren
b und ¢ kénnen nicht mit zwei Farben eingefirbt, weil sie einen Rundweg
von ungerade Linge enthélten. In einem solchen Rundweg (z.B. A, B,C in
Figur b und A, B, F, D, C in Figur ¢), kénnen die Knoten mit mindestens
3 Farben eingefirbt werden.

2. Bine mogliche Lisung it unten abgebidet.
® (©
O
@ O,
)

3. Eine mogliche Losung ist unten abgebildet.

O—C0—0
O—®

©
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4. Eine mogliche Losung ist unten abgebildet.
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