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1 Übersicht

Die binäre Exponentiation ist eine Methode zur effizienten Berechnung von
Potenzen der Form xk.

2 Ausgangslage und persönliche Motivation

In der Informatik ist die Effizienz von Code entscheidend, wobei man zwis-
chen Speicherbedarf und Laufzeit unterscheidet. Ein klassisches Problem ist
das Berechnen von Potenzen xk. Um die Laufzeit zu minimieren, nutzt man die
binäre Exponentiation. Dieser Algorithmus berechnet Potenzen mit natürlichem
Exponenten k effizient, indem er dessen Binärdarstellung verwendet. Statt x in
k − 1 Schritten linear zu multiplizieren (O(k)), reduziert dieses Verfahren den
Aufwand auf eine logarithmische Laufzeit von O(log k).

Ein einfaches Beispiel ist die Berechnung von x4: Statt z = x · x · x · x zu
rechnen, setzt man y = x · x und berechnet dann z = y · y. So gelangt man mit
nur zwei statt drei Multiplikationen zum Ziel, also (x2)2.

Methodisch arbeitet die binäre Exponentiation mit Rekursion und Memo-
isation. Beide Konzepte sind fundamentale Bausteine der Informatik, um re-
dundante Rechenschritte zu vermeiden. Dass dieser Algorithmus bereits um
200 v.Chr. in Indien dokumentiert wurde, zeigt eindrucksvoll, dass Informatik
primär die Lehre von der Problemlösung ist. Die Hardware dient dabei nur als
Werkzeug, um die zugrunde liegende mathematische Logik auszuführen.

Zudem findet die binäre Exponentiation bei der effizienten Implementierung
von RSA Anwendung und besitzt daher eine hohe praktische Relevanz.

3 Altersstufe

Dieses Thema ist sehr fortgeschritten. Die Rekursion ist kognitiv extrem anspruchsvoll,
da der Ablauf sehr unintuitiv ist. Deshalb wäre dieses Thema für das Ergänzungsfach
Informatik im letzten Schuljahr geeignet.
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4 Vorausgesetztes Vorwissen

Die Schüler:innen kennen bereits die Potenzrechnung aus der Mathematik. Des
Weiteren kennen sie die Notwendigkeit von effizientem Code und Hardware-
Limitierungen. Darüber hinaus verfügen sie über grundlegende Kenntnisse im
Bereich der Graphentheorie, insbesondere im Umgang mit Baumstrukturen und
den dazugehörigen Fachbegriffen.

5 Anvisierte Lernziele

• Du kannst das Prinzip der Rekursion einer Mitschüler:in mündlich korrekt
erklären.

• Du kannst die Rekursion anwenden, um die binäre Exponentiation in
Python zu implementieren.

• Du kennst die Notwendigkeit von Abbruchbedingungen in Rekursion.

6 Grobe Kapitelstruktur

6.1 Kapitel 1: Einführung

In diesem Kapitel wird die Thematik der Effizienz wieder aufgefrischt. Die
binäre Exponentiation wird anhand eines einfacheren Konzepts eingeführt.

• Thematik Effizienz: Warum brauchte man schon 200 v.Chr. solche Algo-
rithmen auch ohne Computer?

• Einführungskonzept: x+ x+ x+ x = 4 · x

• Möglicher Auftrag: Wie kannst du die Summe möglichst effizient berech-
nen, wenn Multiplikation und Addition gleich viel kosten? Wie sieht es
mit x4 aus?

• Vorstellung der binären Exponentiation

6.2 Kapitel 2: Implementierung – Einführung Rekursion

Die Rekursion wird mittels der Implementierung des binären Exponentiations-
Algorithmus eingeführt. Die Schüler:innen sollen den Algorithmus ohne Erklärung
der Rekursion versuchen zu implementieren. Danach wird die Rekursion erklärt.

6.3 Kapitel 3: Übungen und Abbruchbedingungen

In diesem Kapitel gibt es Übungen, um das Erlernte zu repetieren und zu ver-
tiefen. Zudem wird noch einmal auf die Wichtigkeit von Abbruchbedingungen
eingegangen.
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Einführung Binäre Exponentation

Zeitübersicht

Inhalt Methode Zeit
IU+ und AO Plenum 8–10 min
Einstieg in das Problem Plenum 5 min
Lernaufgabe zur Entdeckung beider Strategien Partnerarbeit / Gruppenarbeit 15–18 min
Auswertung, Bäume und Merksatz Plenum 10–12 min
Ausblick auf Implementierung Plenum 3–5 min

IU+: Informierender Unterrichtseinstieg mit Advanced Or-
ganizer

Sichtbarer Unterrichtseinstieg

Zu Beginn der Lektion wird für alle sichtbar an der Tafel oder auf einer Folie
festgehalten:

Vorschlag für Lehrpersonen 1:

Heute: Wie kann man x13 berechnen, ohne zwölfmal zu multiplizieren?
Das könnt ihr am Ende:

• Ich kann erklären, warum die naive Methode ungeschickt ist.

• Ich kann zwei verschiedene geschickte Strategien zur Berechnung
einer Potenz beschreiben (bottom-up und top-down).

• Ich kann beide Strategien als Baum darstellen.

• Ich kann eine Potenz mit deutlich weniger Rechenschritten berech-
nen.

Warum das wichtig ist:

• Weniger Rechenschritte bedeuten schnellere Algorithmen.

• Informatik nutzt clevere Darstellungen statt bloss rohe
Rechenkraft.

• Die top-down Strategie führt direkt zur rekursiven Implemen-
tierung im Computer.

• Die Idee taucht später auch in echter Software und Kryptografie
auf.
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Vorschlag für Lehrpersonen 2:

Ablauf:

1. Problem anschauen

2. Bekanntes aktivieren

3. Zwei geschickte Strategien entdecken (bottom-up und top-down)

4. Beide Strategien als Bäume darstellen

5. Gemeinsam die Regeln formulieren

6. Ausblick auf Python

Advanced Organizer

Der Advanced Organizer baut eine Brücke vom bereits Bekannten zum neuen
Kernbegriff. Ausgangspunkt ist die Idee, dass manWiederholungen oft geschick-
ter zusammenfassen kann.

Wandtafelbild 1:

x+ x+ x+ x = 4x

x · x · x · x = x4.

Anschliessend werden folgende Fragen ins Plenum gegeben:

Vorschlag für Lehrpersonen 3:

• Wenn Addition und Multiplikation gleich viel kosten würden:
Welche Schreibweise ist geschickter?

• Bei Summen fassen wir Wiederholungen zusammen. Geht das bei
Potenzen auch?

• Wie würdet ihr x8 möglichst geschickt berechnen?

Die Klasse sammelt erste Ideen.

Wandtafelbild 2:

x2 = x · x, x4 = x2 · x2, x8 = x4 · x4.

Die Lehrperson formuliert die Brücke explizit:
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Vorschlag für Lehrpersonen 4:

Wenn ihr schon Potenzen kennt und Zahlen in Zweierpotenzen zerlegen
könnt, dann habt ihr bereits alles, was ihr heute für die Grundidee
braucht. Wir werden diese beiden Dinge verbinden und dadurch zwei
verschiedene schnelle Rechenstrategien entdecken.

Einstieg in das Problem

Nun wird das eigentliche Problem gesetzt:

Vorschlag für Lehrpersonen 5:

Wie kann man x13 möglichst geschickt berechnen?

Wandtafelbild 3:

x13 = x · x · x · x · x · x · x · x · x · x · x · x · x.

Vorschlag für Lehrpersonen 6:

• Wie viele Multiplikationen braucht diese Methode?

• Geht es auch mit deutlich weniger?

Erwartete Antwort: Die naive Methode benötigt 12 Multiplikationen.
Damit ist die Spannung gesetzt: Nicht das Resultat ist schwierig, sondern die
Suche nach einer besseren Strategie. Wir werden sogar zwei verschiedene Strate-
gien entdecken.

Zwei geschickte Strategien entdecken

Die Schüler:innen arbeiten in Zweier- oder Dreiergruppen. Die Aufgabe wird
schriftlich abgegeben oder auf einem Arbeitsblatt festgehalten. Die Klasse wird
in zwei Hälften aufgeteilt: Die eine Hälfte bearbeitet zuerst Teil A (bottom-up),
die andere Hälfte zuerst Teil B (top-down). Anschliessend werden die Resultate
im Plenum verglichen.

Aufgabe 6.1:

Teil A: Bottom-up Strategie Die Idee: Wir bauen aus kleinen
Teilpotenzen die grosse Potenz auf, indem wir wiederholt quadrieren.

1. Berechnet schrittweise durch wiederholtes Quadrieren: x8
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2. Schreibt die Zahl 13 als Summe von Zweierpotenzen und gebt die
Binärdarstellung an.

3. Nutzt die Teilpotenzen x, x2, x4, x8, um x13 zusammenzusetzen.

4. Zählt, wie viele Multiplikationen eure Methode insgesamt braucht.

5. Stellt eure Strategie als Pfad-Baum dar: Beginnt bei x, jeder
Schritt nach oben ist ein Quadrieren. An jedem Knoten entschei-
det ein Bit der Binärdarstellung, ob diese Teilpotenz mitgenommen
wird.

Teil B: Top-down Strategie Die Idee: Wir zerlegen die grosse Potenz
rekursiv in zwei kleinere Teilprobleme. Nutzt folgendes Schema:

• Ist der Exponent ungerade: x2k+1 = x · x2k – aufteilen in x und
x2k.

• Ist der Exponent gerade: x2k = xk · xk – aufteilen in zweimal xk.

1. Wendet diese Regeln Schritt für Schritt auf x13 an, bis ihr nur noch
x-Knoten als Blätter habt.

2. Zählt, wie viele Multiplikationen eure Methode insgesamt braucht.

3. Stellt eure Strategie als binären Baum dar: Die Wurzel ist x13,
jeder Knoten verzweigt sich in seine zwei Faktoren.

Teil C: Vergleich

1. Vergleicht die beiden Strategien: Wie viele Multiplikationen
braucht jede?

2. Beschreibt die Grundidee beider Strategien jeweils in einem Satz.

Didaktische Funktion der Lernaufgabe

Die Lernaufgabe ist bewusst so angelegt, dass die Lernenden zwei strukturell
verschiedene Sichtweisen auf das gleiche Problem entdecken:

• Die bottom-up Strategie entspricht der mathematischen Sicht: Die
Binärdarstellung des Exponenten zeigt, welche Teilpotenzen benötigt wer-
den, und diese werden systematisch aufgebaut.

• Die top-down Strategie entspricht der informatischen Sicht: Das Prob-
lem wird rekursiv in kleinere Teilprobleme zerlegt. Diese Strategie führt
später direkt zur rekursiven Python-Implementierung.
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Beide Strategien liefern dieselbe Anzahl von Multiplikationen und sind asympto-
tisch gleich effizient. Dies zu erkennen, ist eine wertvolle informatische Einsicht:
Zwei strukturell unterschiedliche Algorithmen können dieselbe Komplexität haben.

Lösung zur Aufgabe:

Teil A: Bottom-up Strategie Berechnung der Teilpotenzen durch

wiederholtes Quadrieren:

x2 = x · x (1 Multiplikation)

x4 = x2 · x2 (1 Multiplikation)

x8 = x4 · x4 (1 Multiplikation)

Binärdarstellung des Exponenten:

13 = 8 + 4 + 1 = 11012.

Zusammensetzung:

x13 = x8 · x4 · x (2 Multiplikationen)

Insgesamt: 5 Multiplikationen (3 Quadrierungen + 2 Zusammenset-
zungen). Bottom-up Baum: Der Pfad geht von unten (x) durch

wiederholtes Quadrieren nach oben. Jeder Pfeil ist eine Quadrierung
und damit eine Multiplikation. Schwarze Knoten (•) markieren jene
Teilpotenzen, die in x13 einfliessen – sie entsprechen genau den Einsen
in der Binärdarstellung 11012. Die schwarzen Knoten sind also nur eine
Zähl-Hilfe für die Zusammensetzung (Anzahl Einsen −1 Multiplikatio-
nen), die eigentlichen Quadrierungs-Multiplikationen sind die Pfeile.
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x8

x4

x2

x

x13

(·)2

(·)2

(·)2

Bit 0 = 1

Bit 1 = 0

Bit 2 = 1

Bit 3 = 1 = x8 · x4 · x

Die Bits von unten nach oben gelesen
ergeben 11012 = 13. Pfeile = Quadrierun-
gen (Multiplikationen); schwarze Knoten
sind die gesetzten Bits und dienen als
Zähl-Hilfe für die Zusammensetzung.

Teil B: Top-down Strategie Rekursive Zerlegung:

x13 = x · x12 (13 ist ungerade)

x12 = x6 · x6 (12 ist gerade)

x6 = x3 · x3 (6 ist gerade)

x3 = x · x2 (3 ist ungerade)

x2 = x · x (2 ist gerade)

Anzahl Multiplikationen: 5 (eine pro verschiedenem inneren Knoten, da
gleiche Teilpotenzen nur einmal berechnet werden müssen). Insgesamt:
5 Multiplikationen. Top-down Baum: Die Wurzel ist x13. Jeder

innere Knoten verzweigt sich in seine zwei Faktoren. Schwarze Knoten
sind Teilpotenzen mit Exponent > 1 (müssen weiter zerlegt werden),
weisse Knoten sind Blätter (x).
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x13

x x12

x6

x3

x x2

x x

x3

x6

Hinweis: Die Knoten x6 und x3 tauchen mehrfach auf, müssen aber nur
einmal berechnet werden – bei der Implementierung speichert man Zwis-
chenergebnisse. Deshalb fünf Multiplikationen, eine pro verschiedenem
inneren (schwarzen) Knoten. Teil C: Vergleich Beide Strategien

benötigen jeweils 5 Multiplikationen statt 12 bei der naiven Methode.
Die bottom-up Strategie liest sich direkt aus der Binärdarstellung; die
top-down Strategie folgt einer natürlichen rekursiven Zerlegung.

Auswertung im Plenum

In der Auswertung werden die beiden Strategien nebeneinander gestellt und die
entdeckten Regeln explizit gemacht.

Vorschlag für Lehrpersonen 7:

Leitfragen für das Plenum:

• Warum sind gerade die Potenzen x1, x2, x4, x8, . . . bei der bottom-
up Strategie so praktisch?

• Was hat die Binärdarstellung von 13 mit x13 zu tun?

• Bei der top-down Strategie: Was passiert, wenn der Exponent ger-
ade ist? Was, wenn er ungerade ist?
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• Welche Strategie ist eurer Meinung nach intuitiver? Warum?

• Welche Strategie lässt sich leichter einem Computer beibringen?

Die beiden Bäume werden parallel an die Tafel gezeichnet, sodass die struk-
turellen Unterschiede sichtbar werden. Gemeinsam werden daraus die beiden
Merksätze formuliert:

Vorschlag für Lehrpersonen 8:

Bottom-up Strategie (Wiederholtes Quadrieren):
Um xk geschickt zu berechnen, zerlegt man den Exponenten k in Zweier-
potenzen. Dann berechnet man durch wiederholtes Quadrieren die
Teilpotenzen

x, x2, x4, x8, . . .

und multipliziert genau jene Teilpotenzen, deren Bit im Exponenten den
Wert 1 hat.

Vorschlag für Lehrpersonen 9:

Top-down Strategie (Rekursive Zerlegung):
Um xk geschickt zu berechnen, zerlegt man das Problem rekursiv:

• Ist k gerade: xk = xk/2 · xk/2 – nur halb so grosses Teilproblem!

• Ist k ungerade: xk = x · xk−1 – eine Multiplikation, dann gerader
Exponent.

Diese Zerlegung wird fortgesetzt, bis man bei x1 = x ankommt.

Als schülernahe Formulierungen können zusätzlich an die Tafel geschrieben
werden:

Wandtafelbild 4:

Bottom-up: Jede 1 in der Binärdarstellung zeigt: Diese Teilpotenz
brauche ich.
Top-down: Gerade Exponenten halbieren, ungerade eine Multiplikation
abspalten.

Sicherung

Zum Abschluss der inhaltlichen Erarbeitung wird die Kernidee beider Strategien
nochmals in knapper Form gesichert:
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Wandtafelbild 5:

Bottom-up Strategie:

• Wiederholtes Quadrieren erzeugt die Potenzen x1, x2, x4, x8, . . .

• Die Binärdarstellung des Exponenten zeigt, welche davon ge-
braucht werden

• Diese werden zum Schluss multipliziert

Top-down Strategie:

• Gerade Exponenten: xk = xk/2 · xk/2

• Ungerade Exponenten: xk = x · xk−1

• Rekursiv anwenden bis x1 = x

Beide Strategien sparen viele Multiplikationen.

Aufgabe 6.2: Kurze Vertiefung

Falls genügend Zeit vorhanden ist, können ein oder zwei kurze Beispiele gemein-
sam oder in Partnerarbeit bearbeitet werden. Diesmal sollen beide Strategien
angewendet werden.

Aufgabe 6.2:

Wendet beide Strategien (bottom-up und top-down) auf die folgenden
Potenzen an. Zählt jeweils die Multiplikationen und stellt beide Strate-
gien als Baum dar.

1. x11

2. x14

Vergleicht: Brauchen beide Strategien gleich viele Multiplikationen?

Lösung zur Aufgabe:

(a) x11: Bottom-up Strategie: Binärdarstellung 11 = 8 + 2 + 1 =

10112.

• Teilpotenzen x2, x4, x8 durch Quadrieren: 3 Multiplikationen.

• Zusammensetzung x11 = x8 · x2 · x: 2 Multiplikationen.

• Total: 5 Multiplikationen.
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Bottom-up Baum für x11:

x8

x4

x2

x

x11

(·)2

(·)2

(·)2

Bit 0 = 1

Bit 1 = 1

Bit 2 = 0

Bit 3 = 1 = x8 · x2 · x

Bits von unten nach oben: 10112 =
11. Pfeile = Quadrierungen.

Top-down Strategie für x11:

x11 = x · x10 (ungerade)

x10 = x5 · x5 (gerade)

x5 = x · x4 (ungerade)

x4 = x2 · x2 (gerade)

x2 = x · x (gerade)

Total: 5 Multiplikationen. Top-down Baum für x11:
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x11

x x10

x5

x x4

x2

x x

x2

x5

(b) x14: Bottom-up Strategie: Binärdarstellung 14 = 8 + 4 + 2 =

11102.

• Teilpotenzen x2, x4, x8 durch Quadrieren: 3 Multiplikationen.

• Zusammensetzung x14 = x8 · x4 · x2: 2 Multiplikationen.

• Total: 5 Multiplikationen.

Bottom-up Baum für x14:
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x8

x4

x2

x

x14

(·)2

(·)2

(·)2

Bit 0 = 0

Bit 1 = 1

Bit 2 = 1

Bit 3 = 1 = x8 · x4 · x2

Bits von unten nach oben: 11102 =
14. Pfeile = Quadrierungen.

Top-down Strategie für x14:

x14 = x7 · x7 (gerade)

x7 = x · x6 (ungerade)

x6 = x3 · x3 (gerade)

x3 = x · x2 (ungerade)

x2 = x · x (gerade)

Total: 5 Multiplikationen. Top-down Baum für x14:
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x14

x7

x x6

x3

x x2

x x

x3

x7

Vergleich: In beiden Beispielen brauchen beide Strategien gleich viele
Multiplikationen.

Ausblick

Zum Schluss öffnet die Lehrperson den Blick auf das nächste Kapitel:

Vorschlag für Lehrpersonen 10:

Heute habt ihr zwei Strategien zur binären Exponentiation entdeckt: die
bottom-up Strategie, die aus der Binärdarstellung heraus aufbaut, und
die top-down Strategie, die das Problem rekursiv zerlegt. Im nächsten
Schritt stellt sich die Frage, wie man diese Ideen einem Computer beib-
ringt. Wir werden sehen, dass besonders die top-down Strategie sich
sehr natürlich als rekursives Python-Programm formulieren lässt – die
Fallunterscheidung “gerade oder ungerade” wird zur if-Bedingung, und
der Aufruf auf einen kleineren Exponenten wird zum rekursiven Funk-
tionsaufruf.

Zusammenfassung 6.1:

Die binäre Exponentiation ist ein Beispiel dafür, wie ein mathematis-
ches Problem durch eine informatische Sichtweise effizienter gelöst wer-
den kann. Anstatt eine Potenz linear durch viele Multiplikationen zu
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berechnen, gibt es zwei strukturell verschiedene, aber gleich effiziente
Strategien: Die bottom-up Strategie baut die Potenz durch wiederholtes
Quadrieren aus den Bits der Binärdarstellung des Exponenten auf. Die
top-down Strategie zerlegt das Problem rekursiv, indem gerade Exponen-
ten halbiert und ungerade Exponenten um eins reduziert werden. Beide
Strategien lassen sich anschaulich als Bäume darstellen und führen zu
derselben logarithmischen Anzahl von Multiplikationen. Die Lernenden
entdecken dadurch eine zentrale informatische Einsicht: Eine geschickte
Darstellung von Information – sei es als Binärzahl oder als rekursive
Struktur – kann ein Problem wesentlich einfacher machen.
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Implementierung der Binären Exponentiation –
Productive Failure

Zeitübersicht

Inhalt Methode Zeit
Einstieg Plenum 5 min
Failure Phase: Die Schleifen-Falle Einzelarbeit 15 min
Präsentation Plenum 10 min
Lösungserarbeitung: Rekursiver Ansatz Partnerarbeit 10 min
Präsentation Musterlösung Plenum 5 min

Einstieg

Die Lehrperson knüpft an die Erkenntnisse der letzten Lektion an. Das Ziel ist
die Überführung der Strategie in ein funktionierendes Programm.

Vorschlag für Lehrpersonen 11:

Heute: Wie bringen wir dem Computer die binäre Exponentiation bei?
Das könnt ihr am Ende:

• Ich kann erklären, warum eine naive Schleife bei grossen Exponen-
ten scheitert.

• Ich erkenne die Grenzen von Schleifen bei diesem Problem.

• Ich kann den Algorithmus mithilfe von Rekursion elegant imple-
mentieren.

Der naive Ansatz

Zuerst wird der naive Ansatz betrachtet, die jede:r Programmierer:in intuitiv
wählen würde.

Wandtafelbild 6:

Naiver Algorithmus in Python:
def power(x, k):

res = 1

for in range(k):

res *= x

return res
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Vorschlag für Lehrpersonen 12:

Dieser Code funktioniert. Aber erinnert euch an x14: Wir wollten die
Anzahl der Multiplikationen drastisch senken. Dieser Code macht immer
noch genau k−1 Schritte. Wir brauchen unsere neue Strategie im Code!

Failure Phase: Die Schleifen-Falle

Die Schüler:innen versuchen nun, die Logik des Quadrierens und Zerlegens in
eine while-Schleife zu zwingen.

Aufgabe 6.3:

Auftrag: Schreibt eine Funktion power(x, k), die die binäre Exponen-
tiation umsetzt. Benutzt eine while-Schleife un testet euren Code mit
dem Beispiel 211.
Hinweis: Achtet darauf, wie ihr den Exponenten Schritt für Schritt
verkleinert.

Vorschlag für Lehrpersonen 13: Mögliche Fehlversuche

• Endlosschleifen durch falsche Reduktion: Schüler:innen
vergessen, den Exponenten k in jedem Schleifendurchlauf
tatsächlich zu überschreiben (z. B. nur k // 2 statt k = k //

2 oder k - 1 statt k = k - 1), wodurch die Schleifenbedingung
while k > 0: dauerhaft wahr bleibt.

• Reihenfolge-Problem bei der Aktualisierung: Die Basis
x wird bereits quadriert (x = x * x), bevor der ungerade Rest
mit dem Zwischenergebnis multipliziert wird. Dadurch wird im
nächsten Schritt mit einem falschen, bereits veränderten x gerech-
net.

• Verlust der Basis: Der Versuch, das Endergebnis direkt in
x zu speichern, ohne eine separate Variable (wie res = 1) zu
nutzen. Dadurch wird die mathematische Basis für die kommenden
Quadrierungen überschrieben.

• Hardcoding für das konkrete Beispiel: Der Code wird durch
verschachtelte if-Abfragen so gebaut, dass er exakt für 211 funk-
tioniert.

Präsentation Rekursion

Im Plenum werden die Schwierigkeiten gesammelt. Die Lehrperson führt das
neue Konzept schrittweise ein. Von wiederholtem Code über die Funktion, die
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sich selbst aufruft, bis zur Formel für die Potenz.

Vorschlag für Lehrpersonen 14:

In der Schleife musstet ihr an alles gleichzeitig denken. Schauen wir uns
zuerst ein vertrautes Beispiel an, das aus lauter gleichen Multiplikationen
besteht: die Fakultät 5! = 5 · 4 · 3 · 2 · 1. Wie hängt sie mit kleineren
Fakultäten zusammen?

Wandtafelbild 7:

Schritt 1: Dieselbe Regel, nur mit kleinerer Zahl (noch ohne
Rekursion):

fakultaet(5) = 5 * fakultaet(4)

fakultaet(4) = 4 * fakultaet(3)

fakultaet(3) = 3 * fakultaet(2)

fakultaet(2) = 2 * fakultaet(1)

Vorschlag für Lehrpersonen 15:

Jede Zeile ist exakt gleich gebaut: eine Multiplikation mit der aktuellen
Zahl, und danach dasselbe Problem mit einer um eins kleineren Zahl.
Statt alle Zeilen von Hand zu tippen, schreiben wir die eine Regel ein
einziges Mal auf und lassen die Funktion sich selbst mit der kleineren
Zahl aufrufen.

Wandtafelbild 8:

Schritt 2: Die Regel als Funktion, die sich selbst aufruft
(Rekursion):

def fakultaet(n):

return n * fakultaet(n - 1)

Vorschlag für Lehrpersonen 16:

Genau das nennt man Rekursion: Eine Funktion löst ein Problem, in-
dem sie sich selbst mit einer kleineren Eingabe aufruft. Aus vier von
Hand getippten Zeilen wird eine einzige Funktion. Wenn ihr das auss-
chreiben würdet würde das so aussehen.
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Wandtafelbild 9:

Was passiert, wenn wir den Aufruf durch den Funktionskörper
ersetzen:

def fakultaet(n):

return n * fakultaet(n - 1)

Wir ersetzen fakultaet(n - 1) durch seinen eigenen Körper:

def fakultaet(n):

return n * (n - 1) * fakultaet(n - 2)

und noch einmal:

def fakultaet(n):

return n * (n - 1) * (n - 2) * fakultaet(n - 3)

Vorschlag für Lehrpersonen 17:

Dieselbe Idee brauchen wir für die Potenz. Auch xk ist nichts anderes
als wiederholtes Multiplizieren. Bei der Potenz können wir aber noch
cleverer sein: Statt den Exponenten nur um eins zu verkleinern, lässt er
sich oft halbieren.

Wandtafelbild 10:

Schritt 3: Als Formel für die Potenz:

xk =

(xk/2)2 wenn k gerade ist ,

x · xk−1 wenn k ungerade ist .

Vorschlag für Lehrpersonen 18:

Den ungeraden Fall kennt ihr schon: x · xk−1 ist genau wie n ·
fakultaet(n− 1), also ein Schritt und dann das kleinere Problem. Neu
und der eigentliche Gewinn ist der gerade Fall: halbieren statt um eins
verkleinern. Das ist das “viel bewirken”. Diese Formel schreiben wir
gleich fast 1-zu-1 in Python.

Lösungserarbeitung: Rekursiver Ansatz

Mit diesen neune Erknetnissen erfolgt der zweite Versuch.
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Aufgabe 6.4:

Auftrag:

1. Implementiert die Funktion power(x, k) neu. Die Funktion soll
sich im Körper selbst wieder aufrufen (Rekursion).

2. Erklärt eurem Partner, warum der Fall ”k ist gerade” so viel Zeit
spart.

Präsentation der Musterlösung

Die Lösung wird präsentiert und an einem einfachen Beispiel ”durchgespielt”.

Lösung zur Aufgabe:

Musterlösung in Python: def power(x, k):

# Abbruchbedingung (Base Case)

if k == 0:

return 1

# Rekursionsschritt: Wenn k gerade ist

if k % 2 == 0:

y = power(x, k // 2)

return y * y

# Rekursionsschritt: Wenn k ungerade ist

else:

return x * power(x, k - 1)

Code-Trace

Gemeinsam wird der Weg für 23 visualisiert:

Wandtafelbild 11:

power(2, 3) → ungerade → 2 power(2, 2)

power(2, 2) → gerade → return power(2, 1) * power(2, 1)

power(2, 1) → ungerade → 2 power(2, 0)

power(2, 0) → 1
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Ausblick

Vorschlag für Lehrpersonen 19:

Wir haben gesehen, wie elegant Rekursion unser Problem löst. Aber ein
Detail haben wir fast übersehen: Die Abbruchbedingung if k == 0. In
der nächsten Lektion schauen wir uns an, was passiert, wenn man diese
vergisst, und wie der Computer diesen ”Stapel” an Aufgaben eigentlich
verwaltet.

Zusammenfassung 6.2:

Der Einsatz von Productive Failure bei der Implementierung verdeutlicht
den Wert von Programmierparadigmen. Während iterative Ansätze bei
der binären Exponentiation oft in unübersichtlichem Code enden, erlaubt
die Rekursion eine fast 1-zu-1-Abbildung der mathematischen Struktur.
Die Lernenden erfahren, dass die Wahl des richtigen Konzepts (Iteration
vs. Rekursion) entscheidend für die Lesbarkeit und Korrektheit eines
Algorithmus ist.
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Aufgaben zu Binärer Exponentation

Rekursion fühlt sich am Anfang oft abstrakt an, da viele Vorgänge aufeinander
aufbauen, die wir im Code nicht direkt sehen. Um diesen ’unsichtbaren’ Prozess
greifbar zu machen, nutzen wir Rekursionsbäume. Sie zeigen uns, welche Funk-
tionen wann aufgerufen werden und wie die Ergebnisse schliesslich weiterver-
wendet werden.
Ein Rekursionsbaum einer konkreten Programmausführung ist eine grafische
Darstellung aller Aufrufe der verschiedenen Programmfunktionen. Anhand eines
Beispiels werden wir sehen, wie so ein Rekursionsbaum aufgebaut ist.
Wir schauen uns folgenden Algorithmus für die Exponentiation einer Zahl an.

def power_naiv(x,k):

if k == 0:

return 1

elif k == 1:

return x

else:

return x * power_naiv(x, k-1)

Aufgabe 6.5: Naiver Algorithmus

Erkläre, wieso die Funktion power naiv(x,k) das korrekte Resultat xk

berechnet.

Lösung zur Aufgabe: Naiver Algorithmus

Die Funktion nutzt die Rechenregel xk = x · xk−1. Sie spaltet in jedem
Schritt einen Faktor x ab und delegiert den Rest der Rechnung an einen
neuen Aufruf mit einem kleineren Exponenten (k-1). Da der Exponent
in jedem Schritt um 1 verringert wird, erreicht die Funktion irgendwann
den Wert k=1 oder k=0. Dort gibt sie ein festes Ergebnis zurück, anstatt
sich weiter selbst aufzurufen.

Nun wollen wir den Rekursionsbaum der Funktion power naiv(x,k) für das
konkrete Beispiel mit x = 2 und k = 3 aufzeigen. In einem ersten Schritt er-
stellen wir einen Knoten mit unseren Anfangsfunktionswerten. Dieser repräsentiert
unseren initialen Funktionsaufruf.

power naiv(2, 3)

Da k weder 0 noch 1 ist, tritt keine Abbruchbedingung ein und das Resultat
wird rekursiv berechnet, in unserem Fall 2 · power naiv(2, 2), da x = 2 und
k − 1 = 2. Wir fügen dem Knoten hinzu was er zurück geben wird.
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power naiv(2, 3)
return 2 · power naiv(2, 2)

Mit power naiv(2, 2) wird ein neuer Funktionsaufruf gestartet. In unserem
Rekursionsbaum stellen wird diesen mit einem neuen Knoten dar. Mit einem
Pfeil zeigen wir zudem an, welcher Knoten welchen Funtionsaufruf gestartet hat.

power naiv(2, 3)
return 2 · power naiv(2, 2)

power naiv(2, 2)
return 2 · power naiv(2, 1)

Nun machen wir dasselbe Spiel noch einmal. Bei unserem nächsten Aufruf haben
wir jedoch x = 2 und k = 1 und somit erreichen wir eine Abbruchbedingung.
In diesem Knoten haben wir deshalb keine weiteren Aufrufe.

power naiv(2, 3)
return 2 · power naiv(2, 2)

power naiv(2, 2)
return 2 · power naiv(2, 1)

power naiv(2, 1)
Basisfall: return 2

Unser Basisfall gibt nun das Resultat 2 an den Knoten zurück, welcher ihn
aufgerufen hat. Im Rekursionsbaum visualisieren wir dies mit einem roten Pfeil.
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power naiv(2, 3)
return 2 · power naiv(2, 2)

power naiv(2, 2)
return 2 · power naiv(2, 1)

power naiv(2, 1)
Basisfall: return 2

2

Der Knoten power naiv(2, 2) benutzt nun dieses Resultat, um seinen Rückgabewert
zu berechnen. Auch die Rückgabe dieses Wertes wird mit einem roten Pfeil vi-
sualisiert.

power naiv(2, 3)
return 2 · power naiv(2, 2)

power naiv(2, 2)
return 2 · power naiv(2, 1)

power naiv(2, 1)
Basisfall: return 2

2

2 · 2 = 4

In einem letzten Schritt wird das Endresultat des ursprünglichen Knotens berech-
net.
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power naiv(2, 3)
return 2 · power naiv(2, 2)

power naiv(2, 2)
return 2 · power naiv(2, 1)

power naiv(2, 1)
Basisfall: return 2

2

2 · 2 = 4

Endresultat: 2 · 4 = 8

Neuer Begriff 6.1: Rekursionsbaum

Der Rekursionsbaum visualisiert den Ablauf einer Rekursion, indem er
jeden einzelnen Funktionsaufruf als eigenständigen Knoten darstellt. Die
Struktur verdeutlicht die Hirarchie. Pfeile beschreiben, wenn ein Knoten
eine neue Instanz der Funktion aufruft. Rote Pfeile beschreiben den
Rückfluss der berechneten Werte nach oben.

Aufgabe 6.6: Rekursionsbaum

Zeichne den Rekursionsbaum für power naiv(4, 5) auf.
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Lösung zur Aufgabe: Rekursionsbaum

power naiv(4, 5)
return 4 · power naiv(4, 4)

power naiv(4, 4)
return 4 · power naiv(4, 3)

power naiv(4, 3)
return 4 · power naiv(4, 2)

power naiv(4, 2)
return 4 · power naiv(4, 1)

power naiv(4, 1)
Basisfall: return 4

4

4 · 4 = 16

4 · 16 = 64

4 · 64 = 256

Endresultat: 4 · 256 = 1024

Was passiert ohne Abbruchbedingung?

Wir haben gesehen, dass unsere Funktion stoppt, weil wir eine klare Abbruchbe-
dingung definiert haben (wenn k = 0 oder k = 1 erreicht wird). Aber was
passiert, wenn wir diese Bedingung vergessen?

Schauen wir uns eine fehlerhafte Version unserer Funktion an:

def power_endlos(x, k):

# FEHLER: Keine Abbruchbedingung (Basisfall) definiert!

return x * power_endlos(x, k-1)

Wenn wir nun power endlos(2, 1) aufrufen, sieht unser Rekursionsbaum fol-
gendermassen aus:
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power endlos(2, 1)
return 2 · power endlos(2, 0)

power endlos(2, 0)
return 2 · power endlos(2, -1)

power endlos(2, -1)
return 2 · power endlos(2, -2)

power endlos(2, -2)
return 2 · power endlos(2, -3)

...

Aufgabe 6.7: Gefahr der Endlosschleife

Betrachte den obigen Rekursionsbaum.

1. Wird diese Funktion jemals ein Resultat zurückgeben? Begründet
eure Antwort.

2. Was passiert in der Praxis, wenn du diesen Code auf deinem Com-
puter ausführst?

Lösung zur Aufgabe: Gefahr der Endlosschleife

1. Nein. Da k immer kleiner wird (1, 0,−1,−2 . . . ) und es keinen
Basisfall gibt, ruft sich die Funktion immer weiter selbst auf. Es
gibt keine Instanz, die jemals einen konkreten Wert zurückgibt.

2. Das Programm stürzt ab. Jeder Funktionsaufruf benötigt et-
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was Speicherplatz im sogenannten Call Stack (Aufrufstapel) des
Computers. Der Speicher wird erst wieder freigegeben, wenn
der Aufruf abgeschlossen ist. Da sich die Funktion unendlich oft
aufruft, wird immer mehr Speicher gebraucht. Da aber auch nie
eine Funktion abgeschlossen wird, wird kein neuer Speicher frei
und der Speicher irgendwann voll. Diesen Zustand nennt man auch
Stack Overflow (Stapelüberlauf). Das Programm bricht dann mit
einer Fehlermeldung ab.

Nun wollen uns folgenden Programme genauer ansehen.
Erstens eine naive Implementierung der binären Exponentiation, bei welcher
wir die Zwischenresultate nicht wiederverwenden.

def power(x,k)

if k == 0:

return 1

if k == 1:

return x

if k % 2 == 0:

return power(x, k//2) * power(x, k//2)

else:

return (x * power(x, k-1))

Und zweitens die effiziente binäre Exponentiation.

def fast_power(x,k)

if k == 0:

return 1

if k == 1:

return x

if k % 2 == 0:

y = fast_power(x, k//2)

return y * y

else:

return x * fast_power(x, k-1)

Aufgabe 6.8: Rekursionsbaum

Zeichne den Rekursionsbaum für power(4, 5) auf.
Tipp: In diesem Algorithmus kann es sein, dass Knoten des Rekursions-
baums auch mehrere Kinder haben.
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Lösung zur Aufgabe: Rekursionsbaum

power(4, 5)
return 4 · power(4, 4)

power(4, 4)
return power(4, 2) · power(4, 2)

power(4, 2)
return power(4, 1) · power(4, 1)

power(4, 2)
return power(4, 1) · power(4, 1)

power(4, 1)
Basisfall: return 4

power(4, 1)
Basisfall: return 4

power(4, 1)
Basisfall: return 4

power(4, 1)
Basisfall: return 4

4 4 4 4

4 · 4 = 16 4 · 4 = 16

16 · 16 = 256

Endresultat: 4 · 256 = 1024

Aufgabe 6.9: Rekursionsbaum

Zeichne den Rekursionsbaum für fast power(4, 5) auf.
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Lösung zur Aufgabe: Rekursionsbaum

fast power(4, 5)
return 4 · fast power(4, 4)

fast power(4, 4)
y = fast power(4, 2);
return y · y

fast power(4, 2)
y = fast power(4, 1);
return y · y

fast power(4, 1)
Basisfall: return 4

4

4 · 4 = 16

16 · 16 = 256

Endresultat: 4 · 256 = 1024

Aufgabe 6.10: Anzahl Multiplikationen

Wie viele Multiplikationen werden insgesamt gemacht, um power naiv(4,
5), power(4, 5) und fast power(4, 5) zu berechnen?

Lösung zur Aufgabe: Anzahl Multiplikationen

Durch das Zählen der Multiplikationen in den Rekursionsbäumen erhält
man, das power naiv(4, 5) 4, power(4, 5) auch 4 und fast power(4, 5) 3
Multiplikationen benötigt.

Aufgabe 6.11: Anzahl Multiplikationen

Wie viele Multiplikationen werden benötigt, wenn man 22
k

mithilfe
von power naiv(2, 2k), power(2, 2k) beziehungsweise fast power(2, 2k)
berechnet? Geben Sie die Anzahl der Multiplikationen in Abhängigkeit
von k an.
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Lösung zur Aufgabe: Anzahl Multiplikationen

Für power naiv werden 2k−1 Multiplikationen benötigt. Jeder rekursive
Funktionsaufruf benötigt eine Multiplikation und verkleinert den Expo-
nenten um eins. Nach 2k−1 rekursiven Aufrufen ist der Basisfall erreicht.

Auch power benötigt 2k − 1 Multiplikationen. Die Multiplikatio-
nen werden hier in einer binären Baumstruktur ausgeführt, da jeder
Aufruf für den Exponenten n zwei neue, identische Rechenzweige für
n/2 startet. Da der Exponent 2k sukzessive halbiert wird, entsteht ein
vollständig besetzter Binärbaum mit 2k Blättern. Die Gesamtzahl der
Multiplikationen entspricht dabei der Anzahl der inneren Knoten in
diesem Baum, was bei 2k Blättern genau 2k − 1 ergibt.

Bei fast power werden hingegen nur k Multiplikationen benötigt.
Da das Zwischenergebnis der halbierten Potenz in der Variable y
gespeichert wird, findet pro Halbierungsschritt des Exponenten nur eine
einzige Multiplikation (y * y) statt. Da der Exponent 2k insgesamt
k-mal halbiert werden kann, bis er 1 erreicht, reduziert sich der Aufwand
auf k Multiplikationen.

Das Prinzip der binären Exponentation kann nicht nur für Exponentation von
Zahlen verwendet werden, es kann immer dann verwendet werden, wenn wir
eine Operation n mal auf ein Element e anwenden müssen und die Operation
assoziativ ist. Zur Erinnerung, eine Operation op ist assoziativ, wenn immer
gilt, dass (a op b) op c = a op (b op c). Ein Beispiel dafür ist das Potenzieren
von Matrizen.
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Aufgabe 6.11: Binäre Exponentation für Matrizen

Vollende im untenstehenden Code die Funktion mat power(mat, n),
welche die n-te potenz einer 2 × 2-Matrix berechnet. Überlegen Sie
sich einerseits, was bei den Abbruchbedingungen n == 1 und n ==
0 zurückgegeben werden muss und was der Rekursionsschritt ist. Mit
mat mult ist der Code, um zwei 2 × 2-Matrizen miteinander zu multi-
plizieren, bereits gegeben.

def mat_mult(mat1,mat2):

# mat1: 2x2 matrix

# mat2: 2x2 matrix

# return: mat1 * mat2

a = mat1[0][0] * mat2[0][0] + mat1[0][1] * mat2[1][0]

b = mat1[0][0] * mat2[0][1] + mat1[0][1] * mat2[1][1]

c = mat1[1][0] * mat2[0][0] + mat1[1][1] * mat2[1][0]

d = mat1[1][0] * mat2[0][1] + mat1[1][1] * mat2[1][1]

mat = [[a,b],

[c,d]]

return mat

def mat_power(mat, n):

# mat: 2x2 matrix

# n: exponent

# return: mat^n

if n == 0:

#TODO

if n == 1:

#TODO

#TODO
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Lösung zur Aufgabe: Binäre Exponentation für Matrizen

def mat_mult(mat1,mat2):

# mat1: 2x2 matrix

# mat2: 2x2 matrix

# return: mat1 * mat2

a = mat1[0][0] * mat2[0][0] + mat1[0][1] * mat2[1][0]

b = mat1[0][0] * mat2[0][1] + mat1[0][1] * mat2[1][1]

c = mat1[1][0] * mat2[0][0] + mat1[1][1] * mat2[1][0]

d = mat1[1][0] * mat2[0][1] + mat1[1][1] * mat2[1][1]

mat = [[a,b],

[c,d]]

return mat

def mat_power(mat, n):

# mat: 2x2 matrix

# n: exponent

# return: mat^n

# Abbruchsbedingungen:

# falls n = 0 ist, wird die Einheitsmatrix zurückgegeben,

# da mat^0 = I (Einheitsmatrix)

if n == 0:

return [[1,0],

[0,1]]

# falls n = 1 ist, wird mat zurückgegeben, da mat^1 = mat

if n == 1:

return mat

if n % 2 == 0:

mat_pow_half = mat_power(mat, n//2)

return mat_mult(mat_pow_half, mat_pow_half)

else:

return mat_mult(mat, mat_power(mat, n-1))

Folgende Aufgaben sind für Schülerinnen und Schüler gedacht, welche das Ma-
terial sehr gut verstanden haben und eine extra Challenge wollen.
Die binäre Exponentation für Matrizen kann benutzt werden, um sehr schnell
Fibonacci-Zahlen zu berechnen.
Wir erinnern uns, die Fibonacci-Zahlen sind wie folgt definiert.
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Definition 6.1: Fibonacci-Zahlen

• F0 = 0

• F1 = 1

• Fn+1 = Fn + Fn−1 für n ≥ 2

Um F2270 zu berechnen, müssten wir bei einer naiven Addition 2270 Schritte
machen, das sind ungefähr so viele Schritte, wie es Atome im beobachtbaren
Universum gibt. Da dies viel zu viele Schritte sind, um F2270 in nützlicher Zeit zu
berechnen, wird ein Algorithmus verwendet, der auf der binären Exponentiation
für Matrizen basiert.

Neuer Begriff 6.2: Zustandsvektor

Wir fassen zwei aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen in einem Vektor
zusammen, um den ”Zustand” des Systems zu beschreiben:

v⃗n =

(
Fn+1

Fn

)

Aufgabe 6.12: Die Übergangsmatrix

Finde eine 2 × 2-Matrix M , die den aktuellen Zustand v⃗n−1 in den
nächsten Zustand v⃗n überführt. Es soll also gelten:(

Fn+1

Fn

)
= M ·

(
Fn

Fn−1

)
Tipp: Schreibe die Gleichungen für Fn+1 und Fn einzeln auf und
überlege, welche Koeffizienten die Matrix haben muss, damit die Matrix-
Vektor-Multiplikation diese Gleichungen ergibt.

Lösung zur Aufgabe: Die Übergangsmatrix

Wir wissen:

1. Fn+1 = 1 · Fn + 1 · Fn−1

2. Fn = 1 · Fn + 0 · Fn−1

In Matrixschreibweise bedeutet das:(
Fn+1

Fn

)
=

(
1 1
1 0

)
·
(

Fn

Fn−1

)
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Die gesuchte Matrix ist also M =

(
1 1
1 0

)
.

Aufgabe 6.13: Vom Einzelschritt zur Potenz

Wir haben im vorherigen Schritt die Matrix M gefunden, für die gilt:

v⃗n = M · v⃗n−1

Leite nun eine allgemeine Formel für den Zustand v⃗n in Abhängigkeit
vom Startzustand v⃗0 und der Matrix M her. Gehe schrittweise vor:

1. Drücke v⃗1 durch v⃗0 aus.

2. Drücke v⃗2 durch v⃗1 aus und setze dann dein Ergebnis aus (1) ein.

3. Welche allgemeine Formel ergibt sich für v⃗n?

Lösung zur Aufgabe: Vom Einzelschritt zur Potenz

Durch wiederholtes Einsetzen der Rekursionsvorschrift erkennen wir die
Struktur:

• v⃗1 = M · v⃗0

• v⃗2 = M · v⃗1 = M · (M · v⃗0) = M2 · v⃗0

Allgemein folgt daraus durch n-fache Anwendung:

v⃗n = Mn · v⃗0

Aufgabe 6.14: Der Fibonacci-Algorithmus

Nutze die Funktion mat power(mat, n) aus der vorherigen Aufgabe, um
eine Funktion fib(n) zu schreiben, die die n-te Fibonacci-Zahl berech-
net. Da Fibonacci-Zahlen sehr schnell wachsen, berechne das Resultat
modulo 109 + 7. Achte darauf, das auch die Zwischen Schritte mod-
ulo 109 + 7 gerechnet werden und überarbeite auch mat mult demen-
sprechend. Benutze die Funktion um F2270 modulo 109+7 zu berechnen.

Lösung zur Aufgabe: Der Fibonacci-Algorithmus

Die Funktion fib(n) kann wie folgt implementiert werden.

mod = 10**9 + 7
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def mat_mult(mat1,mat2):

# mat1: 2x2 matrix

# mat2: 2x2 matrix

# return: mat1 * mat2 mododulo mod

a = (mat1[0][0] * mat2[0][0] +

mat1[0][1] * mat2[1][0]) % mod

b = (mat1[0][0] * mat2[0][1] +

mat1[0][1] * mat2[1][1]) % mod

c = (mat1[1][0] * mat2[0][0] +

mat1[1][1] * mat2[1][0]) % mod

d = (mat1[1][0] * mat2[0][1] +

mat1[1][1] * mat2[1][1]) % mod

mat = [[a,b],

[c,d]]

return mat

def mat_power(mat, n):

# mat: 2x2 matrix

# n: exponent

# return: mat^n modulo mod

if n == 0:

return [[1,0],

[0,1]]

if n == 1:

return mat

if n % 2 == 0:

mat_pow_half = mat_power(mat, n//2)

return mat_mult(mat_pow_half, mat_pow_half)

else:

return mat_mult(mat, mat_power(mat, n-1))

def fib(n):

# n: index of Fibonacci number

# return: F_n modulo mod

if n == 0:

return 0

M = [[1,1],

[1,0]]

M_n = mat_power(M, n)

return M_n[1][0]
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Wie in den vorherigen Aufgaben erarbeitet, berechnen wir zuerst Mn

mit mat power wobei M =

(
1 1
1 0

)
. Nun wissen wir, dass

(
Fn+1

Fn

)
= Mn ·

(
F1

F0

)
.

Da die Startwerte F1 = 1 und F0 = 0 sind, können wir den Startvektor
direkt einsetzen: (

Fn+1

Fn

)
= Mn ·

(
1
0

)
Betrachten wir das Ergebnis der Matrix-Potenz Mn allgemein als(
a b
c d

)
, so ergibt die Matrix-Vektor-Multiplikation:

(
Fn+1

Fn

)
=

(
a · 1 + b · 0
c · 1 + d · 0

)
=

(
a
c

)
Das bedeutet, dass die n-te Fibonacci-Zahl Fn exakt dem Element in
der zweiten Zeile der ersten Spalte entspricht. In Python Code also
M n[1][0].
Rufen wir nun fib(2**270) auf erhalten wir 692331029, das heisst, F2270

modulo (109 + 7) = 692331029.

Wir haben F2270 nun in 270 Matrixmultiplikationen berechnet, was sehr viel
schneller ist als die 2270 Additionen der naiven Implementierung.
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