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In diesen Unterrichtsunterlagen wollen wir uns der so genannten Heap-Datenstruktur widmen. Diese Da-
tenstruktur erméglicht es, eine gegebene Menge von Datenpunkten zu verwalten (zum Beispiel eine Menge von
natiirlichen Zahlen wie {3,2,7,8}), so dass jederzeit neue Elemente effizient hinzugefiigt werden kénnen (durch
Einfiigen der Zahl 4 bekéimen wir beispielsweise die neue Menge {3, 2,7,8,4}) und so dass jederzeit das aktuelle
Maximum effizient abgerufen und geléscht werden kann (nach Léschen des aktuellen Maximums 8 wiirde also
die Menge {3,2,7,4} iibrig bleiben).

Als Hauptanwendung des Heaps werden wir sehen, wie das bekannte Sortierverfahren Selectionsort von
der bisherigen Laufzeit O(n?) auf O(nlogn) ohne zusitzlichen Speicherbedarf beschleunigt werden kann. Das
resultierende effizientere Sortierverfahren ist unter dem passenden Namen Heapsort bekannt.

Folgende Grundlagen und Begriffe werden fiir die effektive Bearbeitung dieser Unterlagen als Vorwissen
vorausgesetzt:

e Asymptotische Notation fiir Laufzeitanalyse von Algorithmen wie beispielsweise O(n?) oder O(nlogn).
e Detailliertes Verstéindnis der Funktionsweise und Analyse des Sortierverfahrens Selectionsort.

e Vertrautheit mit bindren Badumen und deren Grundbegriffen wie Knoten, Kanten, Eltern und Kinder.
e Kontrollstrukturen, Funktionsaufrufe und Arrays in der Programmiersprache Rust.!

Wir erarbeiten das Thema mit Hilfe von Aufgaben. Diese sind in drei Kategorien unterteilt und koénnen
anhand des Symbols, mit dem sie gekennzeichnet sind, unterschieden werden:

@ Durch Bearbeiten dieser Knobelaufgaben wird die Schwierigkeit des zu losenden Problems erkannt, das
Interesse fiir das Problem wird geweckt und wichtige Erkenntnisse fiir dessen Losung werden erworben.

A Durch diese Lern- und Projektaufgaben wird entweder eine Thematik weiter vertieft oder ein Schritt in
Richtung Losung des Problems wird selbstdndig gegangen.

(¢ Durch Losen dieser Routineaufgaben wird das erworbene Wissen gefestigt und Versténdnisliicken kénnen
aufgedeckt werden.

Zudem gibt es fiir die selbstindige Auseinandersetzung mit dem Material die folgenden Hilfestellungen:

X Am Ende jedes Abschnitts werden die wichtigsten Konzepte kurz und priagnant zusammengefasst.

@ Ausfiihrliche Losungen zu den Aufgaben befinden sich im Anhang.

IWahlweise kann jede beliebige Programmiersprache verwendet werden. Beachten Sie jedoch, dass simtlicher Code in Aufga-
benstellungen und Musterlésungen in der oben genannten Sprache geschrieben ist.
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1 Motivation und Eigenschaften

WEeil eines unserer Hauptziele die Verbesserung des Sortierverfahrens Selectionsort ist, wollen wir uns als
Erstes die Funktionsweise dieses Algorithmus ganz kurz ins Gedéchtnis zuriickrufen. Der Algorithmus startet
mit einem Array von bunt durchmischten natiirlichen Zahlen, wie beispielsweise folgender Sequenz:

3 2 7 8 4

In der Abbildung oben sind die eigentlichen Eintrdge im Array — also die Elemente, die es jetzt zu sortieren
gilt — durch die schwarzen Zahlen in den grauen Kistchen représentiert. In kleiner und grauer Schrift sind
zusétzlich die jeweiligen Indizes der Eintrdge mit angegeben.

Der Algorithmus schaut sich nacheinander alle fiinf Eintrige im Array an und merkt sich in einer Variablen
den Index des Eintrags mit der grossten Zahl, welcher er dabei begegnet. In unserem konkreten Beispiel oben
wére das also die Zahl 8 beim Eintrag mit Index 3. Diese gefundene grosste Zahl wird anschliessend mit dem
letzten Eintrag vertauscht, also mit der Zahl 4 beim Eintrag mit Index 4:

3 27 8 4 = 3 2 7 418

Mit fetter und roter Schrift heben wir oben links diese grosste gefundene Zahl 8 hervor. Das blaue Késtchen
oben rechts deutet hingegen an, dass die Zahl 8 jetzt an der richtigen Stelle steht. Das stimmt tatséichlich, weil 8
als insgesamt grosste Zahl in der aufsteigend sortierten Reihenfolge natiirlich erst ganz am Schluss kommt.

Der Algorithmus wiederholt jetzt einfach die gleiche Prozedur, bis das Array sortiert ist. Das heisst, er sucht
sich die grosste verbleibende Zahl, indem er sich von Neuem alle grauen Késtchen nacheinander anschaut, und
vertauscht dann diese grosste verbleibende Zahl mit dem Eintrag beim letzten grauen Késtchen, welches dann
auch blau eingefirbt wird und so weiter:

3 27 48 — 3 2478 —+ 3 24|78 — 23478 — 2|34 78



Q¢ Aufgabe 1.1

Erinnern Sie sich kurz an die Laufzeitanalyse von Selectionsort. Geben Sie insbesondere an,
e wie oft im schlimmsten Falle zwei Eintrdge im Array vertauscht werden und
e wie oft sich der Algorithmus insgesamt eines der grauen Késtchen anschaut.

Uberlegen Sie sich dann, welcher dieser zwei Punkte mit einer Datenstruktur, so wie sie ganz am Anfang
auf der allerersten Seite dieses Dokuments beschrieben wurde, beschleunigt werden konnte.
Losung auf Seite 15

1.1 Die Heap-Eigenschaft

Die Heap-Datenstruktur verwaltet eine Menge M von Elementen. Bei diesen Elementen kann es sich im
Prinzip um beliebige Objekte handeln, solange eine klare Ordnung auf ihnen definiert ist — also solange man sie
auf sinnvolle Weise sortieren kann. Der Einfachheit halber nehmen wir aber an, dass es sich bei M immer um
eine Menge von natiirlichen Zahlen wie zum Beispiel M = {3,2,7, 8,4} handelt.

Diese Elemente oder Zahlen werden jetzt in den Knoten eines bindren Baumes auf eine sehr spezielle Art
und Weise angeordnet. Das konnte zum Beispiel wie in folgender Abbildung ganz links aussehen:

Heap von M Erste Ebene Zweite Ebene Dritte/unterste Ebene

Folgende zwei Merkmale, die wir zusammen als die Heap-FEigenschaft bezeichnen wollen, miissen erfiillt sein:

(i) Jede Ebene (ausser der untersten) ist vollstdndig von links bis rechts mit Knoten besetzt. Die unterste
Ebene hingegen ist linksbiindig mit den restlichen Knoten aufgefiillt.

(ii) Jeder Knoten (ausser der Wurzel) enthilt ein kleineres Element als sein Eltern-Knoten.

Fortan soll ein bindrer Baum mit diesen zwei Merkmalen als Heap von M oder kiirzer, falls die Menge M
schon aus dem Kontext gegeben ist, als Heap bezeichnet werden.

In den folgenden Illustrationen sehen Sie zusétzlich noch je ein Beispiel fiir bindre Baume, die entweder das
erste oder das zweite oder beide Merkmale zugleich verletzen. Bei keinem dieser Beispiele handelt es sich also
um einen Heap gemiss unserer Definition. Die fehlenden Knoten, deren Absenz Merkmal (i) verletzt, sowie die
Kanten, entlang welcher Merkmal (ii) verletzt wird, sind jeweils rot eingezeichnet.

Merkmal (i) verletzt Merkmal (ii) verletzt Merkmale (i) und (ii) verletzt

Bitte nutzen Sie die folgenden zwei Aufgaben, um die soeben gelernte Definition der Heap-Eigenschaft zu
verinnerlichen und um mogliche Missverstdndnisse gleich jetzt aufzudecken.



(@ Aufgabe 1.2

Entscheiden Sie, welche der folgenden bindren Bidume die Heap-Eigenschaft erfiillen. Bei Nichterfiillung
geben Sie bitte zusétzlich an, welches der beiden Merkmale verletzt ist und an welcher Stelle dies passiert.

Losung auf Seite 15

(@ Aufgabe 1.3

Sei M = {3,2,7,8,4} wie zuvor. Zeichnen Sie alle méglichen binéren Béume mit Knotenmenge M, so
dass die Heap-Eigenschaft erfiillt ist. In anderen Worten, bestimmen Sie alle Heaps von M. Wie viele

solche Heaps gibt es?
Losung auf Seite 16

1.2 Die H6he und das Maximum eines Heaps

Folgende zwei Aufgaben dienen dazu, zwei weitere Eigenschaften herzuleiten, die von jedem Heap erfiillt
sind. Auf diese zwei Eigenschaften werden wir in den kommenden Abschnitten immer wieder zuriickgreifen.

& Aufgabe 1.4

Sei M eine beliebige Menge von natiirlichen Zahlen. Stellen Sie sich einen zugehorigen Heap vor. Was
ist dann die Hohe dieses Heaps in Abhéngigkeit der Anzahl n von Elementen in M? In anderen Worten,
wie viele Ebenen gibt es insgesamt? Argumentieren Sie mit Hilfe von Merkmal (i) der Heap-Eigenschaft,

dass Thre Antwort korrekt ist.
Losung auf Seite 16

A Aufgabe 1.5

Sei M eine beliebige Menge von natiirlichen Zahlen. Stellen Sie sich einen zugehérigen Heap vor. In
welchem Knoten des Heaps findet man dann das Maximum — also die grosste Zahl von M? Argumentieren

Sie mit Hilfe von Merkmal (ii) der Heap-Eigenschaft, dass Thre Antwort korrekt ist.
Losung auf Seite 17




X Zusammenfassung

Bei einem Heap von einer Menge M von n natiirlichen Zahlen handelt es sich um einen bindren Baum
mit Knotenmenge M, der die so genannte Heap-Figenschaft erfiillt, welche aus zwei Merkmalen besteht:

(i) Das erste Merkmal besagt, dass alle Ebenen des Baumes bis auf die letzte vollstindig mit Knoten
besetzt sind, und sorgt dafiir, dass der Baum eine Hohe von hochstens O(logn) hat.

(ii) Das zweite Merkmal besagt, dass alle Knoten kleiner sind als ihre Eltern-Knoten, und sorgt dafiir,
dass das Maximum von M immer in der Wurzel des Baumes zu finden ist.

2 Effiziente Darstellung

Wir iiberlegen uns in diesem Abschnitt, wie man einen Heap moglichst platzsparend in einem Computer-
programm darstellen kann. So, wie man das typischerweise auch bei bindren Suchbdumen macht, kénnte man
natiirlich fiir jeden Knoten neben seinem eigentlichen Element zwei zusiitzliche Referenzen abspeichern, die auf
das linke und rechte Kind verweisen. Dieses Vorgehen scheint auf den ersten Blick vielleicht sogar optimal zu
sein, denn wir wollen ja wissen, wie man von einem Knoten zu seinen Kindern kommt.

2.1 Die Array-Reprisentation

Um von einem gegebenen Knoten effizient zu seinen Kindern zu gelangen, sind wir jedoch interessanterweise
nicht auf zwei zusitzliche Referenzen angewiesen. Das Merkmal (i) der Heap-Eigenschaft erlaubt es uns, die
Elemente der Menge M auf die Eintrége eines Arrays so zu verteilen, dass fiir jeden Eintrag nach einer kurzen
Rechnung klar sein wird, wo sich die Eintrédge der entsprechenden Kind-Knoten befinden.

Diese Art, einen Heap mit Hilfe eines Arrays darzustellen, nennen wir Array-Reprdsentation. In der ndchsten
Aufgabe finden Sie anhand eines konkreten Beispiels selbstéindig heraus, wie dieses Array aufgebaut ist.

Q@ Aufgabe 2.1

Es folgt ein Beispiel fiir einen Heap und die zugehorige Array-Reprisentation. Konnen Sie ein Muster
erkennen? Gibt es ein System, mit welchem die Knoten auf die Eintrige im Array verteilt worden sind?

94
87 63
76 82 31 40

17 45 39 62 13 20 28 24

94 87 63 76 82 31 40 17 45 39 62 13 20 28 24

Losung auf Seite 17

Die Array-Représentation ist also ein System, mit dem ein Heap mit n Knoten von einem Array mit n
Eintrigen repriisentiert wird. Umgekehrt gibt es fiir ein Array mit n Eintrdgen nur eine mogliche Gestalt, die
der zugehorige Heap haben kann, in der sogleich alle Eintridge auf eindeutige Weise auf die Knoten verteilt
werden konnen. Man kann also beliebig zwischen den beiden Darstellungen hin und her wechseln.



(@ Aufgabe 2.2

Ubersetzen Sie fiir die folgenden zwei Beispiele die Baum-Repriisentation in die Array-Reprisentation
und umgekehrt, indem Sie die leeren Eintrige im Array und die leeren Knoten im Baum ausfiillen:

9 6 8 52 7 43 01

(a) (b)
Losung auf Seite 17

2.2 Das Rechnen mit Indizes

Was uns jetzt noch fehlt, ist die Fihigkeit, fiir einen gegebenen Eintrag in der Array-Reprisentation moglichst
schnell seine Eltern und Kinder zu finden. Fokussieren Sie sich zu diesem Zweck einmal auf den blau eingefiirbten
Knoten 7 in folgendem Heap und seine jeweils gelb eingefiarbten direkten Vorgénger und Nachfolger:

8 8 8
7 3 7 3 7 3
2 4 2 4 2 4
87 3 2 4 817 3 2 4 8173 2 4
Eltern-Knoten 8 Linkes Kind 2 Rechtes Kind 4

Fiir den Knoten mit Index 1 in der Array-Repriisentation scheint es also so zu sein, dass sein Eltern-Knoten
den Index 0 hat, dass sein linkes Kind den Index 3 hat und dass sein rechtes Kind den Index 4 hat. Dies mag
auf den ersten Blick willkiirlich erscheinen, aber es steckt wieder ein System dahinter.

A Aufgabe 2.3

Stellen Sie sich einen Knoten eines Heaps vor, der den Index i in der Array-Repréisentation hat. Finden
Sie drei allgemein giiltige Formeln in Abhéngigkeit von ¢, mit denen man dann den Index des Eltern-
Knotens, des linken Kindes und des rechten Kindes berechnen kann.

Losung auf Seite 18

(¢ Aufgabe 2.4

Schreiben Sie eine Funktion, die fiir eine gegebene Array-Reprisentation die Heap-Eigenschaft iiberpriift:

fn heap_check( array: & [u64] ) -> bool { ... }

Losung auf Seite 19




X Zusammenfassung

Die Array-Reprdsentation eines Heaps ist ein effizientes System, um einen Heap ohne zusétzlichen
Speicherbedarf mit einem Array darzustellen. Wenn ein Knoten dem Index i in diesem Array entspricht,
dann kann man ganz einfach den Index seiner direkten Vorgédnger und Nachkommen berechnen:

e Der Eltern-Knoten hat den Index [ (i — 1)/2], falls er existiert.
e Der linke Kind-Knoten hat den Index 2i + 1, falls er existiert.

e Der rechte Kind-Knoten hat den Index 2i + 2, falls er existiert.

3 Grundlegende Operationen

Bis jetzt haben wir Heaps nur als starre Objekte kennengelernt — das heisst als Objekte, die unverédnderlich
sind und sich nicht dynamisch mit der Zeit wandeln kénnen. Genau dies soll sich in diesem Abschnitt &ndern.

3.1 Einfiigen eines zusitzlichen Elements

Wir nehmen an, dass der bekannte Heap von M = {3,2,7,8,4} in Array-Reprisentation gegeben ist und
dass wir ein zusétzliches Element — wie zum Beispiel 1, 5 oder 9 — einfiigen méchten. Ein erster Versuch kénnte
sein, das Array um einen Eintrag zu vergrossern und das zusétzliche Element genau dort zu positionieren:

8 7 3 2 4 1 8 7 3 2 4 5 8 7 3 2 49
Zusétzliches Element 1 Zusétzliches Element 5 Zusétzliches Element 9

Wie Sie sehen, haben wir bei dem zusétzlichen Element 1 Gliick und der neue bindre Baum erfiillt bereits die
Heap-Eigenschaft. Allerdings sehen Sie bei 5 und 9 auch, dass dieses Vorgehen nicht immer zum Erfolg fiihrt,
weil fiir den zusétzlichen Knoten das Merkmal (ii) der Heap-Eigenschaft jetzt verletzt ist.

Q¢ Aufgabe 3.1

Betrachten Sie die bindren Biume mit den zuséitzlichen Elementen 5 und 9 in der Abbildung oben. Was
passiert jeweils, wenn die mit der roten Kante verbundenen Knoten vertauscht werden? Kann auf diese
Weise — also durch das wiederholte Vertauschen von benachbarten Knoten entlang einer roten Kante —
ein Zustand erreicht werden, in dem die Heap-Eigenschaft erfiillt ist?

Losung auf Seite 20

Den in der Losung der Aufgabe oben beschriebenen Vorgang — also das wiederholte Vertauschen des
zusétzlichen Knotens mit seinem jeweiligen Eltern-Knoten entlang einer roten Kante — werden wir auf an-
schauliche Weise mit dem Begriff Aufsteigen bezeichnen.

In den zwei betrachteten Situationen hat ebendieses Aufsteigen jeweils zum Erfolg gefithrt. Es ist aber noch
nicht klar, dass der gleiche Vorgang auch in allen anderen erdenklichen Situationen erfolgreich sein wird. Die
nichste Aufgabe dient dazu, uns genau davon zu {iberzeugen.



A Aufgabe 3.2

Erkldren Sie, wieso es wihrend des Aufsteigens eines zusétzlichen Knotens in einem Heap zu jedem

Zeitpunkt maximal eine rote Kante gibt und wo genau diese Kante sich jeweils befindet. Folgern Sie mit

Hilfe von Aufgabe 1.4, dass nach héchstens O(logn) Vertauschungen die Heap-Eigenschaft erfiillt ist.
Losung auf Seite 21

(@ Aufgabe 3.3

Schreiben Sie eine Funktion, die auf der gegebenen Array-Reprisentation eines Heaps — mit einem zu-
sétzlichen Element beim letzten Eintrag — den Vorgang des Aufsteigens ausfiihrt:

fn heap_ascend( array: & mut [u64] ) { ... }

Losung auf Seite 22

3.2 Entfernen des aktuellen Maximums

Als Néchstes mochten wir gerne das aktuelle Maximum eines Heaps entfernen. Wir betrachten zu diesem
Zweck folgende drei Heaps, die wir schon im Zusammenhang mit Aufgabe 3.1 kennengelernt haben. Der jeweils
letzte Eintrag im Array wird dabei eine besondere Rolle spielen und ist deshalb bereits blau eingefirbt:

8 7 3 2 41 8 7 5 2 4 3 9 7 8 2 413
Letzter Eintrag 1 Letzter Eintrag 3 Letzter Eintrag 3

Von Aufgabe 1.5 wissen wir, dass das zu entfernende Maximum immer in der Wurzel zu finden ist. Ein
einfacher erster Versuch konnte also sein, den letzten Eintrag im Array an die erste Stelle zu verschieben — das
heisst also, dass wir die Wurzel des Heaps mit ebendiesem letzten Eintrag ersetzen — und dann die Lénge des
Arrays um einen Eintrag zu verkiirzen:

1 3 3
7 3 7 5 7 8
2 4 2 4 2 4
1 7 3 2 4 3 7 5 2 4 3 7 8 2 4
Wurzel 8 mit 1 ersetzt Wurzel 8 mit 3 ersetzt Wurzel 9 mit 3 ersetzt

Wie Sie sehen, gibt uns das im Allgemeinen aber keinen Heap, weil das Merkmal (ii) der Heap-Eigenschaft
wieder verletzt ist. Im Gegensatz zum letzten Abschnitt, in dem es um das Einfiigen eines zusétzlichen Elements
ging, gibt es jetzt sogar gleichzeitig zwei rote Kanten anstatt nur eine. Wenn wir mit einer &hnlichen Strategie
wie zuvor entlang einer roten Kante zwei Knoten vertauschen wollten, dann wére es also nicht einmal klar,
welche dieser beiden roten Kanten wir wahlen sollten.



Q@ Aufgabe 3.4

Betrachten Sie die drei bindren Badume mit je zwei roten Kanten in vorhergehender Abbildung. Entlang
welcher dieser roten Kanten wiirden Sie zwei Knoten vertauschen? Begriinden Sie ihre Wahl. Kann auf
diese Weise — also durch das wiederholte Vertauschen von benachbarten Knoten entlang einer sorgfiltig
ausgewahlten roten Kante — ein Zustand erreicht werden, in dem die Heap-Eigenschaft erfiillt ist?
Losung auf Seite 23

Den in der Losung der Aufgabe oben beschriebenen Vorgang — also das wiederholte Vertauschen des blauen
Knotens mit dem grosseren seiner zwei Kinder entlang einer roten Kante — werden wir, in Anlehnung an den
Begriff des Aufsteigens, mit dem Begriff Absickern bezeichnen.

Genau wie beim Aufsteigen geht es jetzt darum, uns zu iiberzeugen, dass dieser Vorgang immer zum Erfolg
fiihrt und nicht nur in den drei vorher betrachteten speziellen Situationen.

A Aufgabe 3.5

Erkldren Sie, wieso es wihrend des Absickerns eines Knotens zu jedem Zeitpunkt maximal zwei rote
Kanten gibt und wo genau diese Kanten sich jeweils befinden. Folgern Sie mit Hilfe von Aufgabe 1.4,
dass nach hochstens O(logn) Vertauschungen die Heap-Eigenschaft erfiillt ist.

Losung auf Seite 2/

(@ Aufgabe 3.6

Schreiben Sie eine Funktion, die auf der gegebenen Array-Reprisentation eines Heaps — mit einem de-
platzierten Element beim ersten Eintrag — den Vorgang des Absickerns ausfiihrt:

fn heap_descend( array: & mut [u64] ) { ... }

Losung auf Seite 25

3.3 Erstellen eines neuen Heaps

Wir sind jetzt in der Lage, einen Heap auf dynamische Weise zu verwenden. Wir konnen jederzeit neue
Elemente effizient hinzufiigen und das aktuelle Maximum effizient entfernen — und zwar so, dass die Heap-
Eigenschaft stets erfiillt bleibt.

Doch was tun wir, wenn wir eine ganze Menge M von Elementen auf einen Schlag bekommen? Wie konstruie-
ren wir dann am besten einen entsprechenden Heap? Interessanterweise haben wir mit den beiden beschriebenen
Vorgingen des Aufsteigens und des Absickerns zwei Werkzeuge in der Hand, mit denen wir dieses Problem auf
zwei unterschiedliche Arten bereits 16sen kénnen. Uberlegen Sie es sich selbst in folgender Aufgabe.

Q@ Aufgabe 3.7

Sei M eine beliebige Menge von n natiirlichen Zahlen. Sei weiter A ein gegebenes Array mit Eintrégen aus
der Menge M in beliebiger Reihenfolge. Uberlegen Sie sich zwei unterschiedliche Algorithmen, die durch
das wiederholte Vertauschen von Eintrigen in A das Array so verdndern, dass die Heap-Eigenschaft am
Schluss erfiillt ist — also so, dass A die Array-Reprisentation eines Heaps von der Menge M ist.

1. Der erste Algorithmus soll n mal den Vorgang des Aufsteigens auf Teilbdumen ausfiithren.
2. Der zweite Algorithmus soll n mal den Vorgang des Absickerns auf Teilbdumen ausfiihren.

Argumentieren Sie fiir beide Fille, dass hochstens O(nlogn) mal zwei Eintréige vertauscht werden.
Losung auf Seite 26




Bei den zwei beschriebenen Algorithmen der vorhergehenden Aufgabe verwenden wir die Vorgéinge des
Aufsteigens und des Absickerns auf eine leicht andere Weise als bisher. Die Knoten, auf welchen die Vorgénge
ausgefiihrt werden, befinden sich zu Beginn ndmlich nicht mehr unbedingt beim letzten oder beim ersten Eintrag
des Arrays. Diese Eintriage kénnen jetzt einen beliebigen Index haben.

Bevor wir diese zwei Algorithmen implementieren kénnen, miissen wir deshalb zuerst unseren bereits existie-
renden Code fiir das Aufsteigen und das Absickern derart anpassen, dass beide Vorgénge auch bei beliebigem
Index starten konnen.

(¢ Aufgabe 3.8

Uberarbeiten Sie Thren Code der Funktionen heap_ascend und heap_descend, so dass der entsprechende
Vorgang bei beliebigem Index i gestartet werden kann. Implementieren Sie also folgende Funktionen:

fn heap_ascend_at_index( array: & mut [u64], i: usize ) { ... }
fn heap_descend_at_index( array: & mut [u64], i: usize ) { ... }

Losung auf Seite 27

@ Aufgabe 3.9

Basierend auf Threr Losung der vorhergehenden Aufgabe schreiben Sie jetzt zwei weitere Funktionen,
welche die beiden Algorithmen von Aufgabe 3.7 implementieren:

fn heap_create_with_ascend( array: & mut [u64] ) { ... }
fn heap_create_with_descend( array: & mut [u64] ) { ... }

Losung auf Seite 28

3.4 Genauere Laufzeitanalyse

Wir haben jetzt also zwei Algorithmen, die das gleiche Problem — das Erstellen eines neuen Heaps — auf sehr
dhnliche Art und Weise 16sen. Beide Methoden sind auch ziemlich schnell — hchstens O(nlogn) Vertauschungen
fiir n Elemente, wie wir in Aufgabe 3.7 bereits gesehen haben. Trotzdem sollten wir uns die Frage stellen, welchen
der beiden Algorithmen wir in der Praxis tatsichlich verwenden wollen.

Q¢ Aufgabe 3.10

Sei M eine Menge von n natiirlichen Zahlen. Nehmen Sie der Einfachheit halber an, dass es sich dabei
um die konkrete Menge M = {1,2,3,...,n} handelt. Konstruieren Sie jetzt ein Array A mit Eintréigen
aus der Menge M, so dass beide Algorithmen bei jedem Zwischenschritt — also beim Aufsteigen oder
Absickern jedes Knotens — die grosstmogliche Anzahl von Vertauschungen von Eintragen durchfiihren.
Losung auf Seite 29

A Aufgabe 3.11

Nehmen Sie an, dass n = 2" —1 gilt fiir eine natiirliche Zahl h. Das bedeutet insbesondere, dass jeder Heap
von der Menge M = {1,2,3,...,n} genau h vollstindig besetzte Ebenen hat — dass es sich also um einen
vollstéindigen binéiren Baum der Héhe h handelt. Sei weiter A das Array aus der Aufgabe zuvor. Finden
Sie fiir beide Algorithmen je eine Formel in Abh#ngikkeit von h, welche die Anzahl Vertauschungen
beschreibt fiir den Fall, dass der entsprechende Algorithmus auf das Array A angewendet wird.

Losung auf Seite 29
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Die zwei in Aufgabe 3.11 berechneten Formeln fiir die Anzahl von Vertauschungen sind die Schliissel zur
Beantwortung der Frage, welchen der beiden Algorithmen wir bevorzugen sollten. Es wird sich herausstellen,
dass eine der beiden Formeln eine signifikant kleinere Zahl beschreibt und dass der entsprechende Algorithmus
deshalb viel effizienter ist als der andere. Unsere letzte Herausforderung in diesem Abschnitt ist es, die kleinere
dieser zwei Zahlen zu identifizieren.

Bevor Sie weiter lesen, versuchen Sie sich doch zuerst selbsténdig zu iiberlegen, welcher der beiden Algo-
rithmen der effizientere sein konnte. Ist fiir die meisten Startpositionen Aufsteigen oder Absickern besser? Oder
anders gefragt, befinden sich in einem Heap die meisten Knoten eher auf einer weiter oberen Ebene in der Nihe
der Wurzel oder eher auf einer weiter unteren Ebene in der Nihe der Blétter?

& Aufgabe 3.12

Versuchen Sie zu zeigen, dass die berechnete Formel fiir die Anzahl von Vertauschungen beim Erstellen
eines Heaps durch Aufsteigen eine Zahl beschreibt, die mindestens so gross wie 4 log,(%) ist.
Losung auf Seite 29

& Aufgabe 3.13

Versuchen Sie zu zeigen, dass die berechnete Formel fiir die Anzahl von Vertauschungen beim Erstellen
eines Heaps durch Absickern eine Zahl beschreibt, die hdchstens so gross wie n + 1 ist. Die Verwendung
der Gleichung Z?io 2]7 = 2 konnte sich dabei als hilfreich herausstellen.

Losung auf Seite 29

X Zusammenfassung

Basierend auf den beiden Vorgéngen Aufsteigen und Absickern kénnen folgende drei grundlegende Ope-
rationen auf der Array-Reprisentation eines Heaps mit n Elementen realisiert werden:

e Nach dem Einfiigen eines zusitzlichen Elements kann durch O(logn) Vertauschungen die Heap-
Eigenschaft wiederhergestellt werden.

e Nach dem Entfernen des aktuellen Maximums kann durch O(logn) Vertauschungen die Heap-
Eigenschaft wiederhergestellt werden.

e Ein beliebig angeordnetes Array kann durch O(n) Vertauschungen so pripariert werden, dass die
Heap-FEigenschaft am Schluss erfiillt ist.

4 Anwendung: Effizientes Sortieren

Wir sind soweit und konnen endlich die Friichte unserer harten Arbeit ernten. Denken Sie an den Anfang
dieser Unterrichtsunterlagen und insbesondere an Aufgabe 1.1 zuriick. Wir hatten uns damals iiberlegt, wie
das Sortierverfahren Selectionsort mit Hilfe einer Heap-Datenstruktur beschleunigt werden kann. Das daraus
resultierende Sortierverfahren Heapsort, das wir nachfolgend implementieren wollen, hat neben seiner Effizienz
aber noch eine weitere sehr interessante Eigenschaft. Es besitzt die Fahigkeit, ein gegebenes Array mit n
Eintrigen in situ (lateinisch fiir am Ort) zu sortieren. Das bedeutet, dass der zusétzliche Speicherplatzbedarf
neben dem schon gegebenen Array durch eine Konstante abgeschétzt werden kann — also insbesondere so, dass
der zusétzliche Speicherplatzbedarf in keiner Weise von der Eingabegrosse n abhéngt.

Aus den Aufgaben 3.7 und 3.13 wissen wir bereits, wie ein Heap mit hochstens O(n) Vertauschungen und
ohne zusiitzlichen Speicherplatzbedarf auf einem gegebenen Array mit n Eintrdgen aufgebaut wird. Die Funkti-
onsweise von Heapsort ist nun so, dass in einem zweiten Schritt dieser Heap mit hochstens O(n log n) zusétzlichen
Vertauschungen und wieder ohne zusétzlichen Speicherplatzbedarf in ein sortiertes Array umgewandelt wird.

11



@ Aufgabe 4.1

Betrachten Sie folgendes Array mit fiinf Eintragen, welches Sie bereits vom allerersten Abschnitt dieser
Unterrichtsunterlagen kennen:

3 2 7 8 4

1. Erstellen Sie von Hand und mit Hilfe von Absickern zuerst die Array-Représentation eines entspre-
chenden Heaps.

2. Entfernen Sie dann wiederholt das aktuelle Maximum, indem Sie es mit dem letzten Knoten ver-
tauschen und dann die Heap-Eigenschaft auf dem kleiner werdenden Heap wiederherstellen.

Diese zwei Schritte fithren dazu, dass das Array am Schluss sortiert ist. Zeichnen Sie bitte alle Zwischen-
schritte auf — das heisst, immer dann, wenn Sie zwei Eintrige im Array vertauschen.
Losung auf Seite 30

Bei der Prozedur bestehend aus den zwei Teilen, die Sie in der vorhergehenden Aufgabe ausgefiihrt ha-
ben, handelt es sich um nichts anderes als Heapsort. Da ausser dem Vertauschen von Eintrédgen im Array im
Wesentlichen nichts anderes passiert, ist auch klar, dass diese Prozedur in situ arbeitet.

In den folgenden abschliessenden Programmieraufgaben implementieren Sie zuerst den noch fehlenden zwei-
ten Teil von Aufgabe 4.1. Zusammen mit dem schon bestehenden Code fiir den ersten Teil ldsst sich danach
ganz einfach eine vollsténdige Implementierung fiir Heapsort angeben.

(@ Aufgabe 4.2

Schreiben Sie eine Funktion, welche die gegebene Array-Reprisentation eines Heaps von natiirlichen
Zahlen in ein sortiertes Array umwandelt, indem die Zahlen der Grosse nach aus dem gegebenen Heap
entfernt werden und das Array mit diesen Zahlen gleichzeitig von hinten wieder aufgefiillt wird:

fn heap_arrange_inorder ( array: & mut [u64] ) { ... }

Losung auf Seite 31

(@ Aufgabe 4.3

Schreiben Sie eine letzte Funktion, die ein gegebenes Array von natiirlichen Zahlen sortiert, indem sie
zuerst die Array-Reprisentation eines entsprechenden Heaps konstruiert und danach die Zahlen der
Grosse nach aus ebendiesem Heap entfernt:

fn heap_sort( array: & mut [u64] ) { ... }

Losung auf Seite 32

X Zusammenfassung

Das Sortierverfahren Heapsort ist in der Lage, ein Array mit n Eintrigen mit héchstens O(nlogn)
Vertauschungen in situ zu sortieren — also so, dass kein zusitzlicher Speicherplatz verwendet wird.




5 Kontrollaufgaben

(@ Aufgabe 5.1

Welche der folgenden bindren Biume erfiillen die Heap-FEigenschaft?
8 8
7 4 5 7
3 6 4 3 1 6
2 1 5 2
(a) (b)
8 8
4 6 7 4
2 7 5 3 6 2 1 5
1 3
() (d) Lésung auf Seite 33

(@ Aufgabe 5.2

Der Heap — so wie er in diesen Unterrichtsunterlagen vorgestellt wurde — gibt uns die Moglichkeit, fiir eine
dynamisch verdnderbare Menge M von natiirlichen Zahlen zu jedem Zeitpunkt effizient das Maximum
von M abrufen zu kénnen. Was wiére jetzt aber, wenn wir stattdessen am Minimum von M interessiert

wiren? Geht das direkt oder miissten wir dafiir zuerst gewisse Anpassungen vornehmen?
Losung auf Seite 33

(@ Aufgabe 5.3

Vervollsténdigen Sie folgende zwei Diagramme, indem Sie die leeren Eintrége in der Array-Représentation
links und die leeren Knoten in der Baum-Représentation rechts ausfiillen:

9 8 275 10 46 3

(a) (b)
Losung auf Seite 33




(@ Aufgabe 5.4

Stellen Sie sich einen Heap mit n = 8 Knoten vor. Sei nun ¢ einer der Indizes 0, 2, 3 oder 8. Berechnen
Sie dann jeweils den Index (a) des Eltern-Knotens, (b) des linken Kindes und (c) des rechten Kindes von

dem Knoten mit Index i — oder erkliren Sie, wieso diese Frage vielleicht gar keinen Sinn macht.
Losung auf Seite 3/

(@ Aufgabe 5.5
Erkldren Sie auf intuitive Weise, welcher der zwei vorgestellten Vorgéinge — Aufsteigen oder Absickern —

fiir das Erstellen eines neuen Heaps der effizientere ist.
Losung auf Seite 3/

(@ Aufgabe 5.6

Fiigen Sie bei folgendem Heap zuerst mit Hilfe von Aufsteigen das zusétzliche Element 7 ein und entfernen
Sie dann — in einem darauf folgenden Schritt — mit Hilfe von Absickern das aktuelle Maximum in der

Wurzel des Heaps. Zeichnen Sie bitte alle Zwischenschritte auf.

9 58 3 26 401

Losung auf Seite 35
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6 Losungen

& Loésung zu Aufgabe 1.1 auf Seite 3

Sei n die Anzahl Eintrage in dem zu sortierenden Array. Beim konkreten Beispiel vor der Aufgabe hatten
wir also n = 5. Im Allgemeinen gilt dann, dass der Algorithmus

e im schlimmsten Falle n mal zwei Eintrédge vertauscht und

e genaun+(n—1)+n—-2)+---+2+1= w = O(n?) mal ein graues Kistchen anschaut.
Man kénnte, wenn man es genau nimmt, bei beiden Werten noch 1 abziehen. Denn beim letzten Schritt
des Algorithmus — wenn also alle Késtchen bis auf eines bereits blau sind — gibt es eigentlich nichts mehr
zu tun, weil dann die Zahl beim ersten Eintrag auch schon an der richtigen Stelle steht.

Beim ersten Punkt von oben kénnen wir keine essentielle Beschleunigung erwarten. Es kann ja durch-
aus sein, dass alle Zahlen in dem zu sortierenden Array am Anfang an der falschen Stelle stehen.

Beim zweiten Punkt von oben hingegen kénnte man vermuten, dass da unnétigerweise Zeit verschwen-
det wird. Um die insgesamt grosste Zahl zu finden, schaut sich der Algorithmus alle n grauen Késtchen
an. Um anschliessend die zweitgrosste Zahl zu finden, schaut er sich nochmals alle n — 1 verbleibenden
grauen Késtchen an. Fiir die drittgrosste Zahl dann nochmals n — 2 graue Késtchen und so weiter und so
fort. Das bedeutet insbesondere, dass der Algorithmus sich sehr viele Eintrdge im Array immer wieder
von Neuem anschaut und die dabei erhaltene Information gleich wieder vergisst.

Die beschriebene Heap-Datenstruktur 16st genau dieses Teilproblem auf effizientere Weise. Sie erlaubt
es, aus einer Menge wie {3,2,7,8,4} das Maximum 8 zu extrahieren, ohne dabei alle Elemente einzeln
anschauen zu miissen. Dabei wird eine neue Menge {3,2,7,4} ohne die Zahl 8 erstellt, aus welcher dann
in einem zweiten Schritt das neue Maximum 7 effizient extrahiert werden kann und so weiter.

Das Ziel dieser Unterrichtsunterlagen ist es, genauer zu verstehen, wie so etwas iiberhaupt moglich
sein kann.

& Loésung zu Aufgabe 1.2 auf Seite 4

In den folgenden Illustrationen haben wir die unterschiedlichen Stellen, an denen die beiden Merkmale
der Heap-Eigenschaft verletzt sind, rot eingezeichnet:

(e) () () (h)

Insbesondere erfiillt nur Beispiel (c) die Heap-Eigenschaft. Dabei handelt es sich tibrigens um den bereits
bekannten Heap von M = {3,2,7,8,4}. Eine natiirliche Frage ist nun, ob (c) vielleicht sogar die einzige
Moglichkeit ist, um die Heap-Eigenschaft fiir dieses M zu erfiillen. Sehen Sie dazu die néchste Aufgabe.

15



@ Loésung zu Aufgabe 1.3 auf Seite 4

Folgende acht Moglichkeiten existieren, wobei es sich bei (d) um den uns schon bekannten Heap handelt:

& Loésung zu Aufgabe 1.4 auf Seite 4

Vollstandig: Wir berechnen zuerst die Hohe eines Heaps, der die Gestalt eines vollstéindigen bindren
Baums hat, bei dem also alle A Ebenen bis und mit der h-ten und letzten Ebene vollstdndig mit Knoten
besetzt sind. Das bedeutet nichts anderes, als dass die Anzahl n von Knoten in der Form

h
n=1+2+4+ 4201 =) 21 =2k
=1

geschrieben werden kann. Das stimmt tatséchlich, denn ein vollstdndiger bindrer Baum hat 1 Knoten
auf der ersten Ebene, 2 Knoten auf der zweiten Ebene, 4 Knoten auf der dritten Ebene, 2~! Knoten
auf der i-ten Ebene und insbesondere 2"~! Knoten auf der h-ten und letzten Ebene.

Die Gleichung von oben ldsst sich jetzt ganz einfach nach h — also nach der Anzahl Ebenen oder nach
der Hohe des Heaps — auflésen:

n=2"-1 —= n4+1=2" — logy(n+1)=nh

Unvollstdndig: Fiir den Fall, dass der Heap nicht die Gestalt eines vollstéindigen bindren Baums hat,
wissen wir wegen Merkmal (i) der Heap-Eigenschaft trotzdem, dass die ersten h — 1 Ebenen vollstindig
mit Knoten besetzt sind und dass nach der unvollstéindigen h-ten und letzten Ebene keine weiteren
Knoten mehr kommen. Also lisst sich jetzt die Anzahl n von Knoten in der Form

h—1
n=1+2+4+ 42" 2 4s=) "2 4s=0"""1_145
=1

schreiben, wobei s die Anzahl Knoten auf der h-ten Ebene ist. Wenn wir dieses s aus der Gleichung
streichen, dann bekommen wir eine Ungleichung, die wir auf gleiche Weise wie vorher nach h auflésen:

n>2""1 -1 — n41>2""" = logy(n+1)>h—1 = log(n+1)+1>h

Eine Ungleichung in die andere Richtung bekommen wir, wenn wir das s mit 2"~! ersetzen. Diese zweite
Ungleichung liefert dann den gleichen Ausdruck wie im vollsténdigen Fall als untere Schranke fiir h.

Zusammenfassung: Die Hohe eines Heaps liegt zwischen log,(n + 1) und logy(n + 1) + 1. Etwas
konkreter ausgedriickt ist die Hohe eines Heaps mit n Knoten gleich [logy(n + 1)]. In asymptotischer
Notation schreiben wir dann auch, dass die Hohe eines Heaps gleich O(logn) ist.




@ Loésung zu Aufgabe 1.5 auf Seite 4

Man findet das Maximum von M immer in der Wurzel des zugehorigen Heaps, also ganz oben. Mit einem
Widerspruchsbeweis kénnen wir uns auf folgende Weise von dieser Tatsache {iberzeugen.

Nehmen wir doch einmal an, dass sich das Maximum nicht in der Wurzel des Heaps befindet. Dann
hétte derjenige Knoten, der das Maximum enthélt, gezwungenermassen einen Eltern-Knoten. In die-
sem Eltern-Knoten befdnde sich dann aber wiederum ein Element der Menge M. Und dieses Element
miisste natiirlich kleiner sein als das Maximum von M. Also bestiinde zwischen diesen beiden Knoten
ein Widerspruch zu der Annahme, dass Merkmal (ii) der Heap-Eigenschaft erfiillt ist.

& Loésung zu Aufgabe 2.1 auf Seite 5

Das gesuchte System ist das folgende:

Man liest alle Knoten des Heaps zeilenweise von links nach rechts und von oben nach unten
gehend nacheinander ab und fiigt sie in der gleichen Reihenfolge in das Array ein.

Das heisst konkret, dass man in der ersten Ebene startet, auf der sich nur der Knoten 94 befindet, den
man sogleich am Anfang des Arrays beim Index 0 einfiigt. Dann geht man zur zweiten Ebene, auf der
sich die Knoten 87 und 63 befinden, die man in dieser Reihenfolge bei den néchsten zwei Eintrigen mit
Index 1 und 2 einfiigt. Fiir die dritte Ebene mit vier Knoten 76, 82, 31 und 40 verwendet man der Reihe
nach die Eintrige mit Index 3, 4, 5 und 6. Fiir die acht Knoten 17, 45, 39, 62, 13, 20, 28 und 24 in der
untersten Ebene verwendet man schliesslich noch die verbleibenden Eintrége mit Index 7 bis 14:

94
87 63
76 82 31 40

17 45 39 62 13 20 28 24

94 87 63 76 82 31 40 17 45 39 62 13 20 28 24

In der Abbildung oben heben wir die unterschiedlichen Ebenen hervor. Sowohl die Knoten des Heaps als
auch die entsprechenden Eintrédge im Array sind mit unterschiedlichen Farben markiert.

@ Losung zu Aufgabe 2.2 auf Seite 6

Das sind die vervollstéindigten Diagramme mit der bereits bekannten Einfirbung:

9 8 54 7 0 2 3 1|6 9 6 8 5 2 7 4 3|0|1

(a) (b)




& Loésung zu Aufgabe 2.3 auf Seite 6

Linkes Kind: Wir wollen uns zuerst auf das linke Kind konzentrieren und {iberlegen uns zu diesem
Zweck den folgenden Zusammenhang:

Falls ein Knoten mit Index ¢ ein linkes Kind mit Index j hat, dann hat der Knoten mit Index
i+ 1 ein linkes Kind mit Index j + 2.

Dieser Zusammenhang wird mit Hilfe der folgenden Illustration veranschaulicht:

94 94
87 63 87 63
76 82 31 40 76 82 31 40

17 45 39 62 13 20 28 24 17 45 39 62 13 20 28 24

94 87 63 76 82 31 40 17 45 39 62 13 20 28 24 94 87 63 76 82 31 40 17 45 39 62 13 20 28 24
Index i = 4 hat linkes Kind mit Index j =9 Index i 4+ 1 = 5 hat linkes Kind mit Index j +2 = 11

Falls wir also auf einer bestimmten Ebene des Heaps vom Knoten mit Index ¢ zum Knoten mit Index
i + 1 schreiten, dann muss auf der niichsttieferen Ebene immer ein Knoten iibersprungen werden, um
vom linken Kind mit Index j zum néchsten linken Kind mit Index j + 2 zu gelangen.

Wir folgern, dass der Knoten mit Index ¢ ein linkes Kind mit Index 2i + 1 hat. Der Faktor 2 in
dieser Formel stammt von dem oben erklidrten Zusammenhang. Der zusétzliche Summand 1 dient als
Verankerung, so dass die Formel fiir die Wurzel (also fiir den Fall ¢ = 0) das richtige Resultat liefert.

Rechtes Kind: Das rechte Kind befindet sich immer in der gleichen Ebene wie das linke Kind, und

zwar genau eine Stelle weiter rechts. Also muss der Index des rechten Kindes um genau 1 grosser sein
als der Index des linken Kindes. Somit ist der Index des rechten Kindes gleich 2i + 2.

Eltern-Knoten: Sei j der Index des Eltern-Knotens von unserem gegebenen Knoten mit Index i. Es
gibt die zwei moglichen Fille, dass der gegebene Knoten mit Index ¢ selbst entweder ein linkes oder
ein rechtes Kind ist. In ersterem Fall erhalten wir die Gleichung ¢ = 25 + 1 und in zweiterem Fall die
Gleichung i = 2j + 2. Beide Gleichungen lassen sich nach j auflésen und wir erhalten:

1—1
2

Fall 1: j = FallQ:jz%—l

Wir kénnten diese zwei Formeln gleich so als Endresultat fiir gerades ¢ (Fall 2) als auch fiir ungerades i
(Fall 1) stehen lassen. Wir kénnen die zwei Fille aber auch zusammenfassen, indem wir bemerken, dass
durch Ab- und Aufrunden bei beiden Formeln das gleiche Resultat herauskommt:

Fall 1 und Fall 2: j = V;lJ = "%_1-‘
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& Loésung zu Aufgabe 2.4 auf Seite 6

Beachten Sie bitte, dass wir zur besseren Lesbarkeit in der folgenden Musterlosung die Berechnung des
Index des Eltern-Knotens in eine separate Funktion parent ausgelagert haben. Gleichzeitig stellen wir
auch die entsprechenden Funktionen left und right fiir das linke und rechte Kind bereit, welche in
spéateren Aufgaben Verwendung finden werden.

Falls Sie Ihre eigene Losung auf Korrektheit iiberpriifen wollen, dann kénnen Sie Ihren Code mit der
Funktion test_heap_check testen.

/// Berechnet den Indexz des Eltern-Knotens fuer einen gegebenen Indezx
/// (bei Ganzzahldivision mit Rest wird automatisch abgerundet)
fn parent( i: usize ) -> usize { (i-1) / 2 }

/// Berechnet den Indexz des linken Kindes fuer einen gegebenen Index
fn left( i: usize ) -> usize { 2*i + 1 }

/// Berechnet den Index des rechten Kindes fuer einen gegebenen Index
fn right( i: usize ) -> usize { 2*%i + 2 }

/// Ueberprueft die Heap-Eigenschaft fuer ein gegebenes Array
fn heap_check( array: & [u64] ) -> bool {
// iteriere durch alle Knoten ausser der Wurzel
for i in 1 array.len() {
// ueberpruefe, ob der Knotenm groesser tst als sein Eltern-Knoten
if array[i] > arrayl[parent( i )] {
// falls ja, gib FALSCH zurueck
return false;
}
}
// andernfalls,
return true;

}

gib WAHR zurueck

/// Testet die Korrektheit
#[test]
fn test_heap_check () {

von heap_check fuer eine Rethe wvon Arrays

assert! ( heap_check( & [1 ) );

assert! ( heap_check( & [7] ) );

assert! ( heap_check( & [7,6] ) );

assert! ( ! heap_check( & [6,7] ) );

assert! ( heap_check( & [7,6,5] ) );
assert! ( ! heap_check( & [6,5,7] ) );
assert! ( ! heap_check( & [5,7,6] ) );

assert! ( heap_check( & [7,6,5,4,3] ) );
assert! ( ! heap_check( & [7,4,3,6,5] ) );
assert! ( heap_check( & [7,6,5,4,3,2,1] ) );
assert! ( heap_check( & [7,5,6,1,2,3,4] ) );
assert! ( heap_check( & [7,3,6,1,2,4,6] ) );
assert! ( ! heap_check( & [6,7,5,4,3,2,1] ) );
assert! ( ! heap_check( & [56,6,7,4,3,2,1] ) );
assert! ( ! heap_check( & [7,4,5,6,3,2,1] ) );
assert! ( ! heap_check( & [7,3,5,4,6,2,1] ) );
assert! ( ! heap_check( & [7,6,2,4,3,5,1] ) );
assert! ( ! heap_check( & [7,6,1,4,3,2,5] ) );
assert! ( ! heap_check( & [1,2,3,4,5,6,7] ) );
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& Loésung zu Aufgabe 3.1 auf Seite 7

Fiir das zusétzliche Element 5 ist nach einmaligem Vertauschen der zwei benachbarten Knoten entlang
der roten Kante die Heap-Eigenschaft bereits erfiillt:

8 7 3 2 45 8 75 2 4 3
Startzustand Einmaliges Vertauschen
Fiir das zusétzliche Element 9 stimmt dies hingegen nicht. Der zusétzliche Knoten verletzt nach einma-

ligem Vertauschen nach wie vor Merkmal (ii) der Heap-Eigenschaft. Jedoch erreichen wir auch hier nach
zweimaligem Vertauschen einen Zustand, in dem die Heap-Eigenschaft erfiillt ist:

8 7 3 2 49 8 79 2 4 3 9 7 8 2 4 3

Startzustand Einmaliges Vertauschen Zweimaliges Vertauschen
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& Loésung zu Aufgabe 3.2 auf Seite 8

Wir behaupten, dass folgende Aussage wihrend des gesamten Vorgangs des Aufsteigens wahr bleibt:

Zu jedem Zeitpunkt existiert maximal eine rote Kante, welche den zusétzlichen Knoten mit
seinem aktuellen Eltern-Knoten verbindet.

Um uns davon zu iiberzeugen, miissen wir verstehen, was genau in jedem einzelnen Schritt des Vorgangs
passiert — also bei der Vertauschung des zusétzlichen Knotens mit seinem aktuellen Eltern-Knoten entlang
einer roten Kante. Wir betrachten dafiir folgendes Beispiel mit 9 als zusétzlichen Knoten:

8 8
7 6 7 6
3 4 3 2 ) 9 3 2
1 0 9 1 0 4
8 7 6 543 2 10 9 8 7 6 593 2 10 4
Schritt 0: Anfangszustand Schritt 1: Knoten 9 und 4 vertauscht
8 9
9 6 8 6
5) 7 3 2 5 7 3 2
1 0 4 1 0 4
819 6 5 7 3 2 1 0 4 98 6 5 7 3 2 1 0 4
Schritt 2: Knoten 9 und 7 vertauscht Schritt 3: Knoten 9 und 8 vertauscht

Alle Knoten, die dabei jemals mit dem zusétzlichen Knoten vertauscht worden sind, haben wir gelb
eingefiarbt. Der zusétzliche Knoten selbst ist wie gewohnt blau eingefarbt.

Die gelben und der blaue Knoten formen nach jedem Schritt einen aufsteigenden Pfad mit dem blauen
Knoten auf der jeweils obersten Ebene. Weiter existiert maximal eine rote Kante zwischen dem blauen
Knoten und seinem grauen Eltern-Knoten. Wir sehen auf folgende Weise, dass dies kein Zufall ist:

e Jede Kante zwischen zwei grauen Knoten ist nicht rot, weil sie in gleicher Form schon im ur-
spriinglichen Heap existiert hat.

e Jede Kante zwischen zwei gelben Knoten ist nicht rot, weil die gleiche Kante zwischen zwei ehemals
grauen Knoten im urspriinglichen Heap existiert hat.

e Jede Kante zwischen einem grauen Knoten und seinem gelben Eltern-Knoten ist nicht rot, weil der
urspriingliche graue Eltern-Knoten jetzt als gelber Knoten eine Ebene tiefer sitzt und durch einen
grosseren gelben Knoten ersetzt worden ist.

e Die einzige Kante zwischen einem grauen Knoten und seinem blauen Eltern-Knoten ist nicht rot,
weil der urspriingliche Eltern-Knoten im aktuellen Schritt gerade eben entlang einer roten Kante
vertauscht worden ist — und zwar gerade deshalb, weil der urspriingliche graue Eltern-Knoten
kleiner war als der neue blaue Eltern-Knoten.

e Die einzige Kante zwischen einem gelben Knoten und seinem blauen Eltern-Knoten ist nicht rot,
weil diese beiden Knoten im aktuellen Schritt gerade eben entlang einer roten Kante vertauscht
worden sind — und zwar gerade deshalb, weil der blaue Knoten grosser war als der gelbe Knoten.

Dieser aufsteigende Pfad kann nur so lang sein wie die Hohe des Heaps — also hochstens O(logn).
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& Loésung zu Aufgabe 3.3 auf Seite 8

Beachten Sie bitte, dass in der folgenden Musterlosung die bereits in Aufgabe 2.4 ausgearbeiteten Funk-
tionen parent und heap_check verwendet werden. Thren eigenen Code kénnen Sie falls erwiinscht wieder
mit Hilfe der Funktion test_heap_ascend auf Korrektheit iiberpriifen.

/// Fuehrt Aufsteigen auf gegebener Array-Repraesentation
/// mit zusaetzlichem letzten Eintrag aus
fn heap_ascend( array: & mut [u64] ) {

// Vorbedingung: Heap nicht leer

assert! ( ! array.is_empty () );
// starte beim letzten Eintrag
let mut i = array.len() - 1;

// solange wir nicht bet der Wurzel sind und
// solange der Knoten groesser ist als sein Eltern-Knoten
while i != 0 && array[i] > arrayl[parent( i )] {
// wvertausche die zwei Knoten
array.swap( i, parent( i ) );
// steige eine Ebene auf
i = parent( i );
}
}

/// Testet die Korrektheit won heap_ascend fuer eine Reihe von Arrays
#[test]
fn test_heap_ascend () {
let test_heap_ascend_once =
|array: & mut [u64], expected: & [u64]| {
heap_ascend( array );
assert_eq! ( array, expected );

g

test_heap_ascend_once( & mut [7], & [7] );
test_heap_ascend_once( & mut [7,6], & [7,6]1 );
test_heap_ascend_once( & mut [6,7], & [7,6]1 );
test_heap_ascend_once( & mut [7,6,5], & [7,6,5] );
test_heap_ascend_once( & mut [6,5,7], & [7,5,6] );
test_heap_ascend_once( & mut [7,6,5,4,3], & [7,6,5,4,3] );
test_heap_ascend_once( & mut [7,5,4,3,6], & [7,6,4,3,5] );
test_heap_ascend_once( & mut [6,5,4,3,7], & [7,6,4,3,5] );
test_heap_ascend_once( & mut [7,6,5,4,3,2,1], & [7,6,5,4,3,2,1] );
test_heap_ascend_once( & mut [7,6,4,3,2,1,5], & [7,6,5,3,2,1,4] );
test_heap_ascend_once( & mut [6,5,4,3,2,1,7], & [7,5,6,3,2,1,4] );
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& Loésung zu Aufgabe 3.4 auf Seite 9

Es ist immer moglich, die rote Kante so auszuwéhlen, dass das Vertauschen der zwei entsprechenden
Knoten entlang dieser Kante dazu fiihrt, dass beide roten Kanten gleichzeitig repariert werden — also so,
dass sie nach dem Vertauschen nicht mehr rot sind. Wir erreichen dies, wenn wir den blauen Knoten mit
dem jeweils grosseren seiner zwei Kinder vertauschen:

7 7 8
1 3 3 5 7 3
2 4 2 4 2 4
7| N30 28 4 7 S5 2 4 ST S 2 4
Knoten 1 mit 7 vertauscht Knoten 3 mit 7 vertauscht Knoten 3 mit 8 vertauscht

Wie Sie sehen, entsteht durch dieses Vorgehen eine Reihe von unterschiedlichen Situationen. Im ersten
Fall entsteht wieder die gleiche Situation mit zwei roten Kanten zu den beiden Kindern des blauen
Knotens; im zweiten Fall ist lediglich eine dieser zwei Kanten rot; und im dritten Fall gibt es gar keine
roten Kanten mehr. Wir kénnen also das gleiche Vorgehen im ersten Fall wiederholen; im zweiten Fall
wéhlen wir einfach die einzige rote Kante; und im dritten Fall gibt es gar nichts mehr zu tun:

7 7 8
4 3 4 5 7 3
2 1 2 3 2 4
7 4 3 2 1 7 4 5 213 SN T | RSl 2 4
Knoten 1 mit 4 vertauscht Knoten 3 mit 4 vertauscht Nichts mehr vertauscht
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& Loésung zu Aufgabe 3.5 auf Seite 9

Wir behaupten, dass folgende Aussage wihrend des gesamten Vorgangs des Absickerns wahr bleibt:

Zu jedem Zeitpunkt existieren maximal zwei rote Kanten, welche den absickernden Knoten
mit je einem seiner zwei Kinder verbinden.

Um uns davon zu iiberzeugen, miissen wir wieder verstehen, was genau in jedem einzelnen Schritt des
Vorgangs passiert — also bei der Vertauschung des absickernden Knotens mit dem grosseren seiner zwei
Kinder entlang einer roten Kante. Wir betrachten dafiir folgendes Beispiel mit 0 in der Rolle des ab-
sickernden Knotens:

0 9
9 8 0 8
4 5 6 7 4 5 6 7
3 2 1 3 2 1
09 8 45 6 7 3 21 9/0 8 45 6 7 3 21
Schritt 0: Anfangszustand Schritt 1: Knoten 0 und 9 vertauscht
9 9
5 8 5 8
4 0 6 7 4 1 6 7
3 2 1 3 2 0
9 584086 7 3 2|1 95 8416 7 3 20
Schritt 2: Knoten 0 und 5 vertauscht Schritt 3: Knoten 0 und 1 vertauscht

Alle Knoten, die dabei jemals mit dem absickernden Knoten vertauscht worden sind, haben wir gelb
eingefiarbt. Der absickernde Knoten selbst ist wie gewohnt blau eingefarbt.

Die gelben und der blaue Knoten formen nach jedem Schritt einen absteigenden Pfad mit dem blauen
Knoten auf der jeweils untersten Ebene. Weiter existieren maximal zwei rote Kanten zwischen dem blauen
Knoten und seinen Kindern. Wir sehen auf folgende Weise, dass dies kein Zufall ist:

e Jede Kante zwischen zwei grauen Knoten ist nicht rot, weil sie in gleicher Form schon im ur-
spriinglichen Heap existiert hat.

e Jede Kante zwischen zwei gelben Knoten ist nicht rot, weil die gleiche Kante zwischen zwei ehemals
grauen Knoten im urspriinglichen Heap existiert hat.

e Jede Kante zwischen einem grauen Knoten und seinem gelben Eltern-Knoten ist nicht rot, weil
der gelbe Eltern-Knoten in einem fritheren Schritt des Vorgangs genau deshalb in diese Position
gebracht worden war, weil er das grossere von den zwei damaligen Kindern war.

e Die einzige Kante zwischen dem blauen Knoten und seinem gelben Eltern-Knoten ist nicht rot, weil
diese beiden Knoten im aktuellen Schritt gerade eben entlang einer roten Kante vertauscht worden
sind — und zwar insbesondere deshalb, weil der gelbe Knoten grosser war als der blaue Knoten.

Dieser absteigende Pfad kann nur so lang sein wie die Hohe des Heaps — also héchstens O(logn).
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& Loésung zu Aufgabe 3.6 auf Seite 9

Legen Sie in folgender Musterlosung Thr Augenmerk bitte auf die spezielle Logik bei der Berechnung der
Indizes 1 und r. Fiir den Fall, dass beim letzten Schritt entweder kein linkes oder rechtes Kind mehr
existiert, erlaubt uns dies die Ausfiihrung des restlichen Codes ohne weitere Fallunterscheidung und ohne
fehlerhaften Zugriff ausserhalb der Grenzen der Array-Reprisentation.

/// Fuehrt Absickern auf gegebener Array-Repraesentation
/// mit deplatziertem Element beim ersten Eintrag aus
fn heap_descend( array: & mut [u64] ) {
// Vorbedingung: Heap nicht leer
assert! ( ! array.is_empty () );
// starte bet der Wurzel und wiederhole folgenden Vorgang
let mut i = 0;
loop {
// berechne wvaliden Index fuer beide Kinder
let 1 = if 1left( i ) < array.len() { 1left( i ) 1} else { i };
let r = if right( i ) < array.len() { right( i ) } else { i };
// falls das linke Kind am groessten st
if array[1l] > arrayl[i] && array[l] >= arrayl[r] {
// wvertausche mit linkem Kind und gehe weiter
array.swap( i, 1 ); i = 1;
}
// ansonsten, falls das rechte Kind am groessten st
else if arrayl[r] > array[i] && array([r] >= array[1l] {
// wvertausche mit rechtem Kind und gehe weiter
array.swap( i, r ); i = r;
}
// ansonsten, breche den Vorgang ab
else { break; }
}
¥

/// Testet die Korrektheit won heap_descend fuer eine Rethe won Arrays
#[test]
fn test_heap_descend () {

let test_heap_descend_once =

|array: & mut [u64], expected: & [u64]| {

heap_descend( array );

assert_eq! ( array, expected );
¥g
test_heap_descend_once ( mut [7], [71 );
test_heap_descend_once ( mut [7,6], [7,61 );
test_heap_descend_once ( mut [6,7], [7,6] );
test_heap_descend_once ( mut [7,6,5], [7,6,5] );
test_heap_descend_once ( mut [6,5,7], [7,5,61 );
test_heap_descend_once ( mut [5,7,6], [7,5,6] );
test_heap_descend_once ( mut [7,6,5,4,3], [7,6,5,4,3] );

test_heap_descend_once ( mut
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[7,5,6,4,3] );

test_heap_descend_once ( mut [3,7,6,5,4], [7,5,6,3,4] );

test_heap_descend_once ( mut [7,6,5,4,3,2,1], [7,6,5,4,3,2,1] );
test_heap_descend_once ( mut [1,7,6,5,4,3,2], [7,5,6,1,4,3,2] );
test_heap_descend_once ( mut [1,6,7,2,3,4,5], [7,6,5,2,3,4,1] );
test_heap_descend_once ( mut [1,7,6,2,3,4,5], [7,3,6,2,1,4,5] );
test_heap_descend_once ( mut [1,6,7,5,4,3,2], [7,6,3,5,4,1,2] );
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& Loésung zu Aufgabe 3.7 auf Seite 9

Aufsteigen: Auch wenn wir alle Elemente der Menge M auf einen Schlag bekommen, kénnen wir
trotzdem alle Elemente schén nacheinander in einen zu Beginn leeren Heap einfiigen. Wir verwenden
dafiir die ersten k Eintrdge von A als die Array-Repriisentation des Heaps von den ersten k auf diese
Weise eingefiigten Elementen. Die restlichen n — k Eintrége von A hingegen dienen als Warteschlange
fiir alle anderen Elemente, die noch nicht eingefiigt worden sind. Mit folgendem Beispiel illustrieren wir
einen Schritt dieses Vorgehens:

8 8 9
7 3 7 3 7 8
2 4 2 4 9 2 4 3
8 7 3 2 4 8 7 3 2 49 9 7 8 2 4 3
Heap von ersten k£ = 5 Elementen Néachstes Element 9 Aufsteigen von 9 abgeschlossen

Ganz links haben wir die Situation, in der die ersten k = 5 Elemente bereits eingefiigt sind — das heisst
also, dass die ersten k = 5 Eintriage von A die Array-Repréisentation eines Heaps darstellen. In der Mitte
haben wir die direkt darauf folgende Situation, in der das néchste Element 9 nun auch als Teil des bindren
Baums verstanden wird, der jetzt aber die Heap-Eigenschaft nicht mehr erfiillt. Ganz rechts haben wir
die Situation, nachdem der Vorgang des Aufsteigens auf dem bindren Baum mit jetzt k£ = 6 Elementen
abgeschlossen worden ist — das heisst also, dass die Heap-Eigenschaft jetzt wieder erfiillt ist. Zur besseren
Ubersicht sind die noch nicht eingefiigten Eintriige in der Warteschlange jeweils gelb eingefirbt.

Absickern: Wir kénnen auf ganz dhnliche Weise einen zweiten Algorithmus entwerfen, der aber auf dem
Vorgang des Absickerns beruht. Dazu miissen wir das gegebene Array A nicht wie vorher von links nach
rechts, sondern jetzt einfach von rechts nach links abarbeiten. Die Warteschlange ist jetzt am Anfang
des Arrays und nicht mehr am Ende. Dies bedeutet auch, dass die bereits eingefiigten Elemente gleich
mehrere Teil-Heaps formen, die erst in einem spéteren Schritt verbunden werden. Folgende Illustration
eines Schrittes macht diese Eigenheit des Algorithmus hoffentlich klar:

9 2 9 8 9
8 4 7 5 8 4 7 ) 6 4 7 5
1 6 1 6 1 2
9 8 47 5 1 6 2 9 847 5 16 8 9 6 4 7 5 1 2
Heaps von letzten £ = 7 Elementen Néchstes Element 2 Absickern von 2 abgeschlossen

Ganz links haben wir die Situation, in der die letzten k = 7 Elemente bereits eingefiigt sind — insbesondere
formen die entsprechenden Knoten momentan drei separate Teil-Heaps. In der Mitte haben wir die
direkt darauf folgende Situation, in der das nichste Element 2 jetzt auch als Knoten dieser Teil-Heaps
verstanden wird und es deshalb nur noch zwei separate Teil-Heaps gibt. Ganz rechts haben wir die
Situation, nachdem der Vorgang des Absickerns auf dem betroffenen Teil-Heap abgeschlossen worden
ist. Zur besseren Ubersicht sind die noch fehlenden Knoten mit gelber Farbe angedeutet.

Laufzeit: Beide Algorithmen fiithren je n mal einen der Vorginge Aufsteigen oder Absickern aus. Fiir
beide dieser Vorgiinge wissen wir aber bereits aus den Aufgaben 3.2 und 3.5, dass sie je héchstens O(logn)
mal zwei Eintrige des Arrays vertauschen. Fiir beide Algorithmen ist also die Anzahl Vertauschungen
insgesamt hochstens O(nlogn).

26




& Loésung zu Aufgabe 3.8 auf Seite 10

Aufsteigen: Folgender Code ist identisch zu Aufgabe 3.3 bis auf den kleinen Unterschied, dass der
Vorgang jetzt beim gegebenen Index i startet anstatt bei array.len()-1:

/// Fuehrt Aufsteigen auf gegebener Array-Repraesentation
/// bei gegebenem Indexr aus
fn heap_ascend_at_index( array: & mut [u64], i: usize ) {
// Vorbedingung: Valider Indez
assert! ( array.len() > i );
// starte beim gegebenen Eintrag
let mut i = i;
// solange wir nicht bei der Wurzel sind und
// solange der Knoten groesser ist als sein Eltern-Knoten
while i != 0 && array[i] > arrayl[parent( i )] {
// wertausche die zwei Knoten
array.swap( i, parent( i ) );
// steige eine Ebene auf
i = parent( i );

Absickern: Folgender Code ist identisch zu Aufgabe 3.6 bis auf den kleinen Unterschied, dass der
Vorgang jetzt beim gegebenen Index i startet anstatt bei 0:

/// Fuehrt Absickern auf gegebener Array-Repraesentation
/// bei gegebenem Indez aus
fn heap_descend_at_index( array: & mut [u64], i: usize ) {
// Vorbedingung: Valider Index
assert! ( array.len() > i );
// starte bet gegebenem Eintrag und wiederhole folgenden Vorgang
let mut i = 1i;
loop {
// berechne wvaliden Index fuer beide Kinder
let 1 = if 1left( i ) < array.len() { left( i ) } else { i };
let r = if right( i ) < array.len() { right( i ) } else { i };
// falls das linke Kind am groessten ist
if array[l] > arrayl[i] && array[l] >= array[r] {
// vertausche mit linkem Kind und gehe weiter
array.swap( i, 1 ); i = 1;
}
// ansonsten, falls das rechte Kind am groessten 4ist
else if arrayl[r] > arrayl[i] && arrayl[r] >= array[l] {
// vertausche mit rechtem Kind und gehe wetiter
array.swap( i, r ); i = r;
}
// ansonsten, breche den Vorgang ab
else { break; }
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& Loésung zu Aufgabe 3.9 auf Seite 10

Machen Sie sich bitte mit Hilfe der Testfunktionen in folgender Musterlosung bewusst, dass die beiden
Algorithmen bei gleicher Eingabe nicht unbedingt immer dieselbe Array-Repriisentation eines Heaps
konstruieren:

/// Erstellt einen Heap fuer ein gegebemes Array von natuerlichen Zahlen
/// mit Hilfe des Vorgangs Aufsteigen
fn heap_create_with_ascend( array: & mut [u64] ) {
// iteriere ueber alle Eintraege
for i in O array.len() {
// fuehre Aufsteigen auf gegebenem Eintrag aus
heap_ascend_at_index( array, i );
}
// Nachbedingung: Heap-Eigenschaft erfuellt
assert! ( heap_check( array ) );

}

/// Testet die Korrektheit won heap_create_with_ascend
/// fuer eine Rethe won Arrays
#[test]
fn test_heap_create_with_ascend () {
let test_heap_create_once =
|array: & mut [u64], expected: & [u64]]| {
heap_create_with_ascend( array );
assert_eq! ( array, expected );

15
test_heap_create_once( & mut [1,2,3,4,5,6,7], & [7,4,6,1,3,2,5] );
test_heap_create_once( & mut [1,3,5,7,2,4,6], & [7,5,6,1,2,3,4] );
test_heap_create_once( & mut [6,4,2,7,5,3,1], & [7,6,3,4,5,2,1] );
test_heap_create_once( & mut [1,7,2,6,3,5,4], & [7,6,5,1,3,2,4] );
}
/// Erstellt einen Heap fuer ein gegebemes Array von natuerlichen Zahlen
/// mit Hilfe des Vorgangs Absickern
fn heap_create_with_descend( array: & mut [u64] ) {
// iteriere ueber alle Eintraege in umgekehrter Reihenfolge
for i in (O array.len()).rev() {
// fuehre Absickern auf gegebenem Eintrag aus
heap_descend_at_index ( array, i );
}
// Nachbedingung: Heap-Eigenschaft erfuellt
assert! ( heap_check( array ) );
}
/// Testet die Korrektheit wvon heap_create_with_descend
/// fuer eine Rethe won Arrays
#[test]
fn test_heap_create_with_descend () {
let test_heap_create_once =
|array: & mut [u64], expected: & [u64]]| {
heap_create_with_descend( array );
assert_eq! ( array, expected );
+s
test_heap_create_once( & mut [1,2,3,4,5,6,7], & [7,5,6,4,2,1,3] );
test_heap_create_once( & mut [1,3,5,7,2,4,6], & [7,3,6,1,2,4,5] );
test_heap_create_once( & mut [6,4,2,7,5,3,1], & [7,6,3,4,5,2,1] );
test_heap_create_once( & mut [1,7,2,6,3,5,4], & [7,6,5,1,3,2,4] );
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& Loésung zu Aufgabe 3.10 auf Seite 10

Konstruktion: Das Array A =[1,2,3,...,n] aller Zahlen von 1 bis n in aufsteigend sortierter Reihen-
folge erfiillt den gewiinschten Zweck. Wir argumentieren separat fiir beide Algorithmen wie folgt.

Aufsteigen: Wenn beim Erstellen des Heaps durch Aufsteigen beim k-ten Schritt die Zahl k eingefiigt
wird, dann handelt es sich dabei um die grisste bis zu diesem Zeitpunkt eingefiigte Zahl. Der Knoten &
wird deshalb bis ganz nach oben in die Wurzel des Heaps aufsteigen.

Absickern: Beim Erstellen des Heaps durch Absickern hingegen fiigen wir beim k-ten Schritt die Zahl
n — k 4+ 1 von rechts nach links gehend hinzu. Dabei handelt es sich um die kleinste bis zu diesem
Zeitpunkt betrachtete Zahl. Der Knoten n — k + 1 wird also bis in die unterste Ebene absickern.

@ Losung zu Aufgabe 3.11 auf Seite 10

Aufsteigen: Das Element 1, das zuerst eingefiigt wird, kommt direkt in die Wurzel des Heaps und
wird nicht weiter vertauscht. Die zwei Elemente 2 und 3 danach steigen mit je einer Vertauschung
von der zweiten Ebene in die Wurzel auf. Die vier Elemente 4, 5, 6 und 7 bené6tigen dann bereits
zwei Vertauschungen. Im Allgemeinen gibt es 2! Elemente, welche, wenn sie eingefiigt werden, genau i
Vertauschungen verursachen. Wir erhalten also folgende Formel fiir die Anzahl von Vertauschungen:

h—1
E 24
i=0

Absickern: Die Uberlegung hier ist #hnlich wie oben, allerdings mit dem Unterschied, dass die Elemente
jetzt abwiérts in die unterste Ebene absickern. Wir folgern, dass es 2! Elemente gibt, welche, wenn sie
eingefiigt werden, genau (h — ¢ — 1) Vertauschungen verursachen. Wir erhalten also folgende Formel:

h—1 ‘
d 2 (h—i—1)
=0

& Loésung zu Aufgabe 3.12 auf Seite 11

Wir erhalten die gewiinschte Abschétzung, wenn wir uns auf den letzten Summanden in der Formel
beschriinken und die beiden Gleichungen 2" =n + 1 und h = log,(n + 1) einsetzen:

h—1
3 2h n+1 n+1 n n
i h—1

ZE:O2-2>2 ~(h—1)——2-(h—1)— 5 -log2< 5 )2—-10g2(—2>

Aus dieser Abschétzung lernen wir auch gleich, dass die Laufzeitanalyse von Aufgabe 3.2 mit hochstens
O(nlogn) Vertauschungen in asymptotischer Notation nicht weiter verbessert werden kann.

@ Losung zu Aufgabe 3.13 auf Seite 11

Wir erhalten die gewiinschte Abschitzung auf folgende Weise, indem wir die in der Aufgabenstellung
erwihnte Gleichung als obere Schranke einsetzen und ganz am Schluss noch 2" = n 4 1 verwenden:

h—1 hely oy hly o g h—1j
i . _ Py R P J 9h _
So i =y At et AT et S ot
i=0 i=0 i=0 j=0

——
<2

Mit dieser Abschitzung haben wir gerade gezeigt, dass es im schlimmsten Fall hochstens n + 1 Vertau-
schungen gibt beim Erstellen eines Heaps von n Elementen durch Absickern. Dieser Algorithmus hat
also die asymptotische Laufzeit O(n) und ist damit effizienter als die Alternative mit Aufsteigen.
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& Loésung zu Aufgabe 4.1 auf Seite 12

Erstellen des Heaps: In den folgenden Abbildungen sind wie gewohnt der absickernde Knoten jeweils
blau und die Eintrige in der Warteschlange jeweils gelb eingefiarbt:

7 2 7
4 8 4 8 4 8 4

32 7 8 g 3 2 78 4 3 2|78 4 3127 8 4

Fiige 4 hinzu Fiige 8 hinzu Fiige 7 hinzu Fiige 2 hinzu

3 8 8
8 7 8 7 3 7 4 7
2 4 2 4 2 4 2 3

3 8 7.2 4 3 8 7 2 4 813 7 2 4 8 4 7 2 3

Vertausche 2 und 8 Fiige 3 hinzu Vertausche 3 und 8 Vertausche 3 und 4

Entfernen der Maxima: In den folgenden Abbildungen ist wiederum der absickernde Knoten blau
eingefiarbt; gelbe Farbe hingegen wird jetzt fiir die sortierte Teilfolge von bereits entfernten Elementen

verwendet:

8 3 7 2

4 7 4 7 4 3 4 3

2 3 2 2

S1a|7l2]8 34 7 2 8 7 413 2 8 2 4 3 7 8

Anfangszustand Entferne Maximum 8 Vertausche 3 und 7 Entferne Maximum 7
4 3 2

2 3 2

412 3 7 8 3 2 4 7 8 2 3 4 7 8 2 3 4 7 8

Vertausche 2 und 4 Entferne Maximum 4 Entferne Maximum 3 Entferne Maximum 2
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& Loésung zu Aufgabe 4.2 auf Seite 12

Beachten Sie, dass in folgender Musterlosung die praktische Subslice-Notation array[0..i] verwendet
wird. Dies erlaubt uns ohne weitere Umstédnde einen kiirzeren Bereich des gegebenen Arrays als Re-
prasentation eines immer kleiner werdenden Heaps zu verwenden.

/// Ordnet die Elemente eines gegebenen Heaps won natuerlichen Zahlen
/// in sortierter Reihenfolge an
& mut [u64] ) {

fn heap_arrange_inorder ( array:

// Vorbedingung: Heap-Eigenschaft erfuellt

assert! ( heap_check( array ) )

3

// iteriere ueber alle Eintraege in umgekehrter Reihenfolge

for i in (1 array.len()) .re

v() {

// wvertausche die Wurzel mit dem gegebenen Eintrag

array.swap( 0, i );
// sickere die neue Wurzel
heap_descend_at_index ( & mut
}
}

/// Testet die Korrektheit wvon heap_arrange_inorder

/// fuer eine Rethe won Heaps

#[test]

fn test_heap_arrange_inorder () {
let test_heap_arrange_once =

array [0..1i],

im kleineren Heap ab

0 );

|array: & mut [u64], expected: & [u64]]| {

heap_arrange_inorder ( array );

assert_eq! ( array, expected );
I3
test_heap_arrange_once ( mut [], [1o;
test_heap_arrange_once ( mut [7], [71 >
test_heap_arrange_once ( mut [7,6], 6,71 );
test_heap_arrange_once ( mut [7,6,5], [5,6,7] );
test_heap_arrange_once ( mut [7,5,6], [6,6,7]1 );
test_heap_arrange_once ( mut [7,6,5,4,3], [3,4,5,6,7] );

test_heap_arrange_once ( mut

FRXRIPRIIIIIIIIRR

[7,6,3,4,5],

PRI

[3,4,5,6,7] );

test_heap_arrange_once ( mut [7,5,6,3,4], [3,4,5,6,7] );

test_heap_arrange_once ( mut [7,6,5,4,3,2,1] [1,2,3,4,5,6,7] );
test_heap_arrange_once ( mut [7,5,6,1,2,3,4] [1,2,3,4,5,6,7] );
test_heap_arrange_once ( mut [7,3,6,1,2,4,5] [1,2,3,4,5,6,7] );
test_heap_arrange_once ( mut [7,6,3,5,4,2,1] [1,2,3,4,5,6,7] );
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& Loésung zu Aufgabe 4.3 auf Seite 12

Mit den schon gegebenen Funktionen fiir die Erstellung eines Heaps von Aufgabe 3.9 und fiir die Umwand-
lung eines Heaps in ein sortiertes Array von Aufgabe 4.2 ist es jetzt ein Leichtes, eine Implementierung
fiir Heapsort anzugeben:

/// Sortiert ein gegebenes Array von natuerlichen Zahlen

fn heap_sort( array:

}

& mut [u64] ) {

// erstelle einen Heap durch Absickern
heap_create_with_descend( array );

// ordne die Elemente in sortierter Reihenfolge an
heap_arrange_inorder ( array );

/// Testet die Korrektheit wvon heap_sort fuer eine Rethe won Arrays
#[test]

fn test_heap_sort () {
let test_heap_sort_once =

|array: & mut [u64], expected: & [u64]]| {

heap_sort ( array );

assert_eq! ( array, expected );
i
test_heap_sort_once( & mut [], & [1 );
test_heap_sort_once( & mut [7], & [71 )
test_heap_sort_once( & mut [6,7], & [6,7]1 );
test_heap_sort_once( & mut [7,6], & [6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [5,6,7], & [5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [5,7,6], & [5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [6,5,7], & [5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [6,7,5], & [5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [7,5,6], & [5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [7,6,5], & [5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [3,4,5,6,7], & [3,4,5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [7,6,5,4,3], & [3,4,5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [3,5,7,6,4], & [3,4,5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [6,4,3,5,7], & [3,4,5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [1,2,3,4,5,6,7], & [1,2,3,4,5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [7,6,5,4,3,2,1] & [1,2,3,4,5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [1,3,5,7,6,4,2], & [1,2,3,4,5,6,7] );
test_heap_sort_once( & mut [6,4,2,1,3,5,7], & [1,2,3,4,5,6,7] );
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& Loésung zu Aufgabe 5.1 auf Seite 13

Nur der bindre Baum (b) erfiillt beide Merkmale der Heap-Eigenschaft. In den folgenden Illustrationen
heben wir die fehlenden Knoten fiir Merkmal (i) und die defekten Kanten fiir Merkmal (ii) der Heap-
Eigenschaft mit roter Farbe hervor:

(c) (d)

& Loésung zu Aufgabe 5.2 auf Seite 13

Die wichtigste Anpassung, die wir zuerst machen miissten, liegt natiirlich bei Merkmal (ii) der Heap-
FEigenschaft. Hier miissten wir verlangen, dass jeder Knoten ein grosseres Element enthiélt als sein Eltern-
Knoten. Mit dieser angepassten Heap-Eigenschaft wiirden wir dann immer das Minimum von M in der
Wurzel des Heaps finden. Anschliessend miissten wir an jeder Stelle — in Beispielen, Algorithmen und
Programmcode — in diesen Unterrichtsunterlagen, an der zwei Zahlen verglichen werden, den entspre-

chenden Vergleich umdrehen.

& Loésung zu Aufgabe 5.3 auf Seite 13

Das sind die vervollstindigten Diagramme:

9|17 81 151 4] 161 101 f1 21 B 91|81 121 \70 151 1 [0 4 61 8
(a) (b)




& Loésung zu Aufgabe 5.4 auf Seite 14

Zur besseren Ubersicht ist es hilfreich, einen biniren Baum mit den entsprechenden Indizes in den acht
Knoten aufzuzeichnen. Beachten Sie aber bitte, dass es sich dabei streng genommen gar nicht um einen
Heap handelt, weil das Merkmal (ii) der Heap-Eigenschaft iiberall verletzt ist:

01 2 3 45 6 7

Knoten ¢ = 0: Der Knoten mit Index 0 entspricht immer der Wurzel und hat deshalb gar keinen
Eltern-Knoten. Mit den Formeln von Aufgabe 2.3 oder mit Hilfe der Abbildung oben sehen wir weiter,
dass (b) das linke Kind den Index 1 und (¢) das rechte Kind den Index 2 hat.

Knoten ¢ = 2: Die korrekten Indizes sind (a) fiir den Eltern-Knoten 0, (b) fiir das linke Kind 5 und
dann noch (c) fiir das rechte Kind 6.

Knoten i = 3: Hier haben wir eine Situation, in der zwar kein rechtes, aber trotzdem ein linkes Kind
existiert. Die korrekten Indizes sind (a) fiir den Eltern-Knoten 1 und (b) fiir das linke Kind 7.

Knoten ¢ = 8: Es gibt gar keinen Knoten mit Index 8. Deshalb macht auch keine einzige der drei
Fragen (a), (b) oder (¢) in diesem Fall Sinn.

@ Loésung zu Aufgabe 5.5 auf Seite 14

Beim Erstellen eines Heaps durch Absickern werden im schlimmsten Fall nur O(n) Vertauschungen
durchgefiihrt. Das Erstellen des Heaps durch Aufsteigen hingegen benétigt O(nlogn) Vertauschungen
und ist somit weniger effizient.

Der intuitive Grund fiir diesen Unterschied liegt in der Tatsache, dass die unteren Ebenen in einem
Heap tendenziell viel mehr Knoten enthalten als die Ebenen weiter oben. Deshalb gibt es auch viel mehr
Knoten, fiir welche der Weg nach unten bis zu einem Blatt viel kiirzer ist als der Weg nach oben bis zur
Wurzel. Das bedeutet dann aber auch, dass der Vorgang des Absickerns fiir diese Knoten viel weniger
Vertauschungen benétigt als der Vorgang des Aufsteigens.
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& Loésung zu Aufgabe 5.6 auf Seite 14

Einfiigen des Elements 7: Der zuséitzliche Knoten 7 steigt vom letzten Eintrag ausgehend auf:

9 9
) 8 ) 8
3 2 6 4 3 2 6 4
0 1 0 1 7
958 3 26 401 9583 26 4017
Schritt 0 Schritt 1
9 9
) 8 7 8
3 7 6 4 3 ) 6 4
0 1 2 0 1 2
9 58 376 40 1 2 9 78 356 40 1 2
Schritt 2 Schritt 3

Entfernen des Maximums: Der letzte Knoten 2 sickert von der Wurzel ausgehend ab:

9 2
7 8 7 8
3 ) 6 4 3 ) 6 4
0 1 2 0 1
9 78 356 401 2 2 78 356 401
Schritt 4 Schritt 5
8 8
7 2 7 6
3 ) 6 4 3 ) 2 4
0 1 0 1
8 72 3 5 6 4 01 8 76 3 5 2 4 01
Schritt 6 Schritt 7
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