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1. Einleitung

In der Informatik gibt es viele effiziente Sortieralgorithmen, die es ermdglichen, grosse Daten-
mengen in kurzer Zeit zu sortieren. Einer dieser Algorithmen ist der Heapsort. Heapsort ist ein
Sortieralgorithmus, der auf dem Konzept des Bindrbaums und des Heaps basiert. Er ist beson-
ders effektiv, wenn es darum geht, grosse Datenmengen zu sortieren, und ist in vielen Anwen-
dungsbereichen weit verbreitet.

In dieser Unterrichtssequenz werden wir uns mit dem Heapsort-Algorithmus auseinandersetzen
und lernen, wie er funktioniert. Wir werden uns zunachst mit dem Konzept von Binarbaumen und
Heaps als eine Datenstruktur vertraut machen und dann die Schritte des Heapsort-Algorithmus
behandeln. Am Ende werden die Schiiler:innen in der Lage sein, den Heapsort-Algorithmus anzu-
wenden und zu verstehen, wie er funktioniert.

Vorwissen aus Informatik und Mathematik

e Die Schiiler:innen sind mit grundlegenden Konzepten der Programmierung vertraut, ein-
schliesslich Variablen, Schleifen und Bedingungen.

e Die Schiiler:innen kdnnen Struktogramme lesen und interpretieren.

¢ Die Schiiler:innen verfiigen iliber grundlegende Kenntnisse der Datenstrukturen.

¢ Die Schiiler:innen verstehen die Algorithmen der linearen und bindren Suche sowie den Inser-
tion- und Quicksort.

e Die Schiiler:innen sind mit dem Konzept des bindaren Baums bekannt. Somit kénnen sie einfa-
che bindre Baume erstellen und traversieren.

Zielsetzungen

¢ Die Schiiler:innen sollen in der Lage sein, den Unterschied zwischen einem Bindarbaum und ei-
nem Heap zu erkldren und einfache bindre Baume und Heaps zu erstellen und zu manipulieren.

e Die Schiiler:innen sollen verstehen, wie der Heapsort-Algorithmus mit seinen Bestandteilen
funktioniert.

¢ Die Schiiler:innen sollen die Schritte des Heapsort-Algorithmus verstehen und den Algorith-
mus selbststandig durchflihren.

¢ Die Schiiler:innen sollen die Laufzeitkomplexitaten von Heapsort analysieren kénnen.

Verwendete Symbole

I_[_{Yb-l_l Kontext / Theorie (in normaler Schrift)

Aufgabe (in kursiver Schrift)

Lésungen (in roter Schrift)

':Q} Tipps (in blauer Schrift)
=4
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2. Unterrichtssequenz

Maximum in Zahlenfolge finden

s

Als Einstieg mdchten wir einen einfachen Algorithmus anschauen, der das Maximum in
einer Zahlenfolge sucht und ausgibt. Das untenstehende Struktogramm stellt einen Al-
gorithmus dar, der das Maximum einer Folge ganzzahliger positiver Zahlen sucht und

ausgibt.

Studieren Sie den untenstehenden Algorithmus und beantworten Sie folgende Fragen.

Handelt es sich beim Algorithmus um
eine lineare oder binéire Suche?

Von welcher Problemgrésse héngt die
Laufzeit ab?

Welche asymptotische Laufzeitklasse in
O-Notation hat dieser Algorithmus?

Algorithmus zur Suche des Maximums

einer Zahlenfolge

maximum = -1

foriin range (Lange der Zahlenfolge zf):

true

zf [i] > maximum

false

maximum = zf [i]

N

"Das Maximum ist: ", maximum

Handelt es sich beim Algorithmus um
eine lineare oder bindre Suche?

Es ist eine lineare Suche, da die Liste ein-
mal ganz durchlaufen wird, also nicht wie
bei der bindren Suche unterteilt wird.

Von welcher Problemgrésse héngt die
Laufzeit ab?

Sie ist abhéingig von der Ldnge der Zah-
lenfolge.

Welche asymptotische Laufzeitklasse in
O-Notation hat dieser Algorithmus?

Es ist O (n), da die gesamte Zahlenfolge
einmal gemdss der Schleife durchlaufen
wird.
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Zahlenfolge sortieren

In der letzten Aufgabe haben wir einen Algorithmus gesehen, der aus einer Zahlenfolge

I’%-I'I das Maximum findet.

Nun méchten wir den Algorith-
mus der letzten Aufgabe weiter-

Algorithmus zum Sortieren einer Zahlenfolge

entwickeln. Wir schauen uns ei- zf[]
nen Algorithmus an, der eine int elementZuSortieren
Zahlenfolge vom kleinsten zum int roterPfeil, int blauerPfeil

grossten Element sortiert. Die
Zahlenfolge zf ist ein Array. Das
jeweils zu sortierende Element elementZuSortieren = zf [roterPfeil]
befindet sich in der Variable
«elementZuSortieren». Der rote
Pfeil («roterPfeil») wird fortlau-
fend auf das nachste Element
der Zahlenfolge gesetzt. Der tausche Elemente aus
blaue Pfeil zeigt jeweils auf je- blauerPfeil = blauerPfeil - 1
nes Element links von dem zu
sortierenden Element, mit dem das zu sortierende Element verglichen wird. Ein Tausch
von benachbarten Elementen geschieht dann, wenn das linke Element grésser ist als
das direkt neben ihm liegende rechte Element.

for roterPfeil in range (Lange der Zahlenfolge zf):

blauerPfeil = roterPfeil

while (blauerPfeil > 0 und
elementZuSortieren < zf [blauerPfeil] )

Studieren Sie das obenstehende Struktogramm und beantworten Sie folgende Fragen.
Handelt es sich beim Algorithmus um
den Insertion- oder Quicksort?

Was macht dieser Algorithmus? Erkld-
ren Sie die Schritte in eigenen Worten.

Von welcher Problemgrésse héngt die
Laufzeit ab?

Welche Laufzeitklasse in O-Notation hat
dieser Algorithmus im (eher seltenen)
Best Case?

Welche asymptotische Laufzeitklasse in
O-Notation hat dieser Algorithmus im
Worst Case?
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Handelt es sich beim Algorithmus um
den Insertion- oder Quicksort?

Es handelt sich um Insertionsort.

Was macht dieser Algorithmus? Erkld-
ren Sie die Schritte in eigenen Worten.

1. Setze den roten Pfeil fortlaufend
auf jedes Element.

2. Setze den blauen Pfeil auf den ro-
ten Pfeil und schiebe ihn schritt-
weise nach links.

3. Wenn das Element beim blauen
Pfeil grésser ist als das Element
rechts, neben dem blauen Pfeil,
dann tausche die beiden Elemente
aus.

Von welcher Problemgrésse héngt die
Laufzeit ab?

Sie hdngt von der Lédnge der Zahlenfolge
ab.

Welche Laufzeitklasse in O-Notation hat
dieser Algorithmus im (eher seltenen)
Best Case?

Der Best Case ist eine bereits sortierte
Zahlenfolge. Wenn die Zahlenfolge bereits
sortiert ist, finden keine Vertauschungen
statt. Die Zeilen in der While-Schleife wer-
den nie ausgefiihrt.

Somit wandert einfach der rote Pfeil ein-
mal iiber die ganze Zahlenfolge, durch-
lGuft also die dussere For-Schleife.

Das ergibt eine asymptotische Laufzeit
von O(n).

Welche asymptotische Laufzeitklasse in
O-Notation hat dieser Algorithmus im
Worst Case?

Im unglinstigsten Fall muss fiir jedes i-te
Element bei einem roten Pfeil jedes der
i-1 Elemente davor ausgetauscht werden.

Bei n Elementen wdren das im Worst Case
1+2+... +n—1=n(n—-1)/2 Vertauschun-
gen.

Das ergibt eine asymptotische Laufzeit
von O(n?), also eine quadratische Lauf-
zeit. Verdoppelt man die Ldnge der Zah-
lenfolge, so vervierfacht sich die Laufzeit
des Algorithmus.




Heapsort GymiInf Fachdidaktik Il FS 2023

Verbesserung des Sortieralgorithmus

I_%-IJ Der Algorithmus der vorhergehenden Aufgabe weist im Best Case eine lineare Laufzeit
und im Worst Case eine quadratische Laufzeitkomplexitat auf. Wir stellen uns in dieser
Aufgabe die Frage, wie der bisher gezeigte Sortieralgorithmus verandert und somit die
Laufzeitkomplexitat verbessert werden kann. Wir nehmen Bezug auf die bereits be-
kannte Binarsuche und den Quicksort-Algorithmus.

Vervollstindigen Sie in Partnerarbeit folgende Aussagen:
Das Konzept der Bindrsuche kann uns bei der Verbesserung
des Sortieralgorithmus helfen, da ...

Wenn die Problemgrésse bei einem Algorithmus mit loga-
rithmischer Laufzeitkomplexitdt verdoppelt wird, erhéht
sich die Laufzeit ...

Quicksort teilt die zu sortierende Zahlenfolge in zwei Teile
und sortiert sie einzeln und rekursiv. Das bedeutet, dass

auch diese zwei neuen Teile mit Quicksort sortiert werden.
Im Vergleich zu Insertionsort ist die Laufzeit bei Quicksort

Im Worst-Case-Szenario von Quicksort gemdss Abbildung A
ist das Pivot-Element die grédsste oder kleinste Zahl der
Zahlenfolge. Diese ungliickliche Wahl des Pivot-Elementes
flihrt zur Laufzeitkomplexitét von ...

Im Best Case (Abbildung B) unterteilt Quicksort die Zahlen-
folge in Ghnlich grosse Teile. Dies setzt voraus, dass das
gewdhlte Pivot-Element ...

Die Laufzeitkomplexitit im Best Case des Quicksort ist ...

Abbildung A:

Pivot "

4 |
.1

© ©

4
© © o [

i

Abbildung B:
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:'&) Das Konzept der Bindrsuche ... das Konzept der Bindrsuche eine effizientere
kann uns bei der Verbesserung | Suche nach dem richtigen Einfligepunkt in Inserti-
des Sortieralgorithmus helfen, onsort ermdglicht.
da...
Durch die Anwendung der Bindrsuche auf Inserti-
onsort kann die Anzahl der Vergleiche reduziert
werden. Anstatt jedes Element einzeln zu verglei-
chen, halbiert die Bindrsuche den zu durchsu-
chenden Bereich in jedem Schritt. Dies fiihrt zu ei-
ner deutlichen Verbesserung der Laufzeit des Al-
gorithmus, insbesondere bei grossen Datenmen-
gen.
Beim Insertionsort wird das Array Schritt fiir
Schritt sortiert, indem jedes Element an die rich-
tige Position im bereits sortierten Teil des Arrays
eingefiigt wird. Durch die Verwendung der Binér-
suche kann dieser Vorgang optimiert werden. An-
statt jedes Element sequenziell zu vergleichen,
teilt die Bindirsuche das Array in der Mitte auf und
vergleicht das mittlere Element mit dem einzufii-
genden Element. Abhédngig vom Vergleichsergeb-
nis wird dann entweder der linke oder rechte Teil
des Arrays weiter betrachtet. Dieser Prozess wird
wiederholt, bis der richtige Einfiigepunkt gefunden
ist.

Wenn die Problemgrésse bei ei- | ... lediglich um 1.

nem Algorithmus mit logarithmi-

scher Laufzeitkomplexitiit ver-

doppelt wird, erhéht sich die

Laufzeit ...

Quicksort teilt die zu sortierende | .... um einiges schneller, besonders bei langen

Zahlenfolge in zwei Teile und Zahlenfolgen.

sortiert sie einzeln und rekursiv.

Das bedeutet, dass auch diese

zwei neuen Teile mit Quicksort

sortiert werden. Im Vergleich zu
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Insertionsort ist die Laufzeit bei
Quicksort ...

Im Worst-Case-Szenario von
Quicksort gemdss Abbildung A
ist das Pivot-Element die grisste
oder kleinste Zahl der Zahlen-
folge. Diese ungliickliche Wahl
des Pivot-Elementes fiihrt zur
Laufzeitkomplexitdit von ...

... 0 (n?), da auf den unterschiedlichen Stufen je-
weils n-1 Vergleiche, dann n-2, dann n-3 etc. not-
wendig sind. Dies ergibt eine Laufzeit T(n) = (n-1)
+((n-2)+..+2+1=n(n-1)/2.

Im Best Case (Abbildung B) un-
terteilt Quicksort die Zahlenfolge
in @hnlich grosse Teile. Dies
setzt voraus, dass das gewdhlte
Pivot-Element ...

... in etwa dem Median der Zahlenfolge ent-
spricht. Dies ist der Best Case.

Die Laufzeitkomplexitit im Best
Case von Quicksort ist ...

... 0(n *log(n)), da auf jeder der log(n)- Stufen
maximal n Vergleiche notwendig sind.
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Motivation fiir Heapsort

L[Y-IJ Wir haben bisher gesehen, dass der Insertionsort unter Anwendung der Binarsuche

@ und mit Komplexitatsmass «Anzahl Vergleiche» eine Laufzeitkomplexitdt von O(n *
log(n)) aufweist. Jedoch kann es bei jedem Einfligen zu einer linearen Anzahl von Zu-
weisungen kommen und wenn man als Komplexitdtsmass die «Anzahl Zuweisungen»
nimmt, so ist die Laufzeitkomplexitat quadratisch, also 0(n?).

Der Quicksort-Algorithmus weist eine erwartete superlineare Laufzeit von O(n * log(n))
auf. Durch die ungliickliche Wahl des Pivot-Elementes kann die Laufzeitkomplexitat des
Quicksort jedoch auch 0(n?) betragen kann. Lassen Sie uns der Frage nachgehen,
wann der Worst Case in der Praxis effektiv vorkommt? Mit Rechenarbeit kann man zei-
gen, dass der Quicksort-Algorithmus im Average Case eine asymptotische Laufzeit von
O(n * log(n)) besitzt. Das ist also eine merkliche Verbesserung im Vergleich zum Inser-
tionsort-Algorithmus mit 0(n?).

Die Motivation zur Weiterentwicklung des Sortieralgorithmus besteht darin, dass wir ei-
nen Algorithmus entwickeln méchten, der konstant eine superlineare Laufzeit

O (n * log(n)) aufweist, sowohl im Worst Case, im Best Case als auch im Average Case.
Ein solcher Algorithmus ist der Heapsort und zahlt dabei Vergleiche sowie Zuweisun-
gen.

Die Idee des Heapsorts ist es, eine Menge (unsortierte oder teilweise sortierte Zahlen-
folge) in einem Bindarbaum so zu speichern, dass

a. man auf das maximale Element in der Wurzel sofort zugreifen kann;
b. nachdem man das maximale Element genommen hat, man mit logarithmischem
Aufwand das neue Maximum in die Wurzel bekommen kann.
Dabei bezeichnet Heap einen Binarbaum, in dem der Wert eines Knotens entweder

grosser oder gleich als der seiner Kinder (Max-Heap) oder kleiner oder gleich als der
seiner Kinder (Min-Heap) ist.

10
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Ein Heap wird auf ein Array projiziert, indem dessen Elemente von oben links zeilen-
weise nach rechts unten in das Array libertragen werden:

2 3 1
N NS NS
P
4 6 )

NV Vv

Der oben gezeigte Heap sieht als Array also so aus:

9|;|5|7|2|3|1|;|;
]

Bei einem Max-Heap ist das grdsste Element immer ganz oben - in der Array-Form ist
es folglich ganz links.

11
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Bindrbaum erstellen

L J Ein Bindarbaum ist eine Art von Baumstruktur, mittels der wir eine Zahlenfolge als Ge-

@ dankenkonstrukt grafisch darstellen kénnen. Er ist also keine separate Datenstruktur.
Die Zahlenfolge liegt weiterhin als Array im Speicher. Der Elternknoten steht lber
dem/den Kindknoten. Wir beachten, dass jeder Elternknoten hochstens zwei Kinder
haben kann und dass die Anzahl linker Knoten im Unterbaum grdsser oder gleich der
Anzahl Knoten im rechten Unterbaum ist.

Schauen Sie sich folgende Illustration zur Erstellung eines Bindrbaums fiir die Zahlen-
i folge [3, 7, 1, 8, 2, 5, 9, 4, 6] an und notieren Sie die diesbeziiglich notwendigen
Schritte.

1. Ebene @

2. Ebene [> G?%)

s.ebene (8) (@ () ©)

4. Ebene ‘ ° e

1. Schritt (Start)

2. Schritt (Schleife)

:'&) 1. Schritt (Start) Ich erstelle einen ersten Elternknoten mit dem Wert des ers-
ten Elements der Zahlenfolge.

2. Schritt (Schleife) Solange es ein néchstes Element in der Zahlenfolge gibt,
nehme ich dieses und fiige es als Kindknoten dem Bindrbaum
hinzu. Dabei achte ich darauf, dass je Elternknoten max. zwei
Kindknoten erlaubt sind und die Knoten innerhalb einer Ebene
von links nach rechts hinzugefiigt werden.

12
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Erstellen Sie fiir folgende Zahlenfolgen die entsprechenden Bindrbdume.

Zahlenfolge

Bindrbaum

[0, 3, 6]

[Ai NI N’ A]

[99, 89, 70, 60, 2, 3, 8]

[0, 3, 6]

[Ai N’ N’ A]

[99, 89, 70, 60, 2, 3, 8]

13
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Heapbedingung erkennen

L[Y]J Der Heapsort kann nur auf Binarbaume angewandt werden, die eine bestimmte Heap-

{b bedingung erfiillen. In dieser Aufgabe wollen wir diese gemeinsam entdecken.

Schauen Sie sich die folgenden Bincirbdume an und iiberlegen Sie, welche Heapbedin-
gung abgeleitet werden kénnte. Notieren Sie diese Heapbedingung.

Heapbedingung erfiillt

()

ee@@ ® ©®

Heapbedingung:

6% Tipp: Vergleichen Sie die Zahlen auf den unterschiedlichen Ebenen der Bindrbdaume.

:&j Heapbedingung:
Max-Heap: Wert im Elternknoten >= Wert im Kindknoten
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Max-Heap mittels heapify-Funktion erstellen

L J Eine zentrale Aufgabe im Heapsort-Algorithmus

@ fuhrt die Funktion heapify() aus. Diese strukturiert Heapbedingung zu tiberprfen
den Heap. Startpunkt der heapify-Funktion ist der . Heapbedingung erfiillt
konstruierte Bindrbaum einer unsortierten Zahlen- _ _ .
folge, welcher die Heapbedingung eines Max- . Heapbedingung nicht erfulllt

Heaps nicht erfiillt. Die heapify-Funktion besucht
alle Elternknoten vom letzten zum ersten und sorgt dafiir, dass die Heapbedingung er-
fullt wird und somit ein Max-Heap entsteht. Wie man in den nachfolgenden Illustratio-
nen sieht, arbeitet der hier vorgestellte Algorithmus von unten nach oben, also von
den Blattern in Richtung Wurzel.

a) Schauen Sie sich die folgenden Illustrationen an und beschreiben Sie die heapify-
E Funktion in eigenen Worten.
b) Uberlegen Sie sich auch, ob der Algorithmus zur Erstellung des Heaps auch funktio-
nieren wiirde, wenn er von oben nach unten, also von der Wurzel zu den Bléttern
verlaufen wiirde?

1. Aufruf heapify: o o
auf letztem Eltern-
O RS OO ©

FYololo soe ®

LIzl ) 2]5]s] [sl7 ]+ JEd =] s ]« JERER

it swatteiztem (3) (3)
Elternknoten (1) 9
(&) @ (& @
® ORO

) als]  l7RMelzlEB2]e]  [s]7] (a2 ]e]

15
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3. Aufruf heapify:
auf drittletztem
Elternknoten (7)
P o ’7 0
O @6 0 2 9 0
OO (&) 0

llilele] CRICEFED ele] BREERBLELels]

o

ENBEBEE IEI!IE

4. Aufruf heapify:
auf viertletztem
Elternknoten (3)

[ofs]i[712]ile]e]  [ofs M7 [-IARM<]c] [o]s]i7]=E0EN 4]

a) Beschreibung der heapify-Funktion in eigenen Worten:

16
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b) Wiirde der Algorithmus zur Erstellung des Heaps auch funktionieren, wenn er von
oben nach unten, also von der Wurzel zu den Bléttern, verlaufen wiirde?

:'&) a) heapify-Funktion in eigenen Worten:

e Zuerst Uberpriift die heapify-Funktion durch Wertevergleich beim letzten Eltern-

b)

knoten, ob die Kindknoten kleiner sind als der Elternknoten.
o Falls die Heapbedingung erfiillt ist, geht der Algorithmus zum nachsten El-

ternknoten (Richtung Wurzel) und Uberpriift wieder die Heapbedingung.

Falls die Heapbedingung nicht erfiillt ist, wird der Elternknoten mit dem gros-
seren der beiden Kindknoten vertauscht. Dieser kann auch Auswirkungen auf
die darunter liegenden Ebenen haben. Falls der vertauschte Kindknoten
selbst auch Kindknoten hat, wird darauf wieder die heapify-Funktion aufge-
rufen. Dies ist somit ein rekursiver Aufruf, allerdings nur fiir den Kindknoten,
den wir ausgetauscht haben.

Wenn alle Elternknoten besucht sind und bei allen Kindern die Heapbedingung er-
flllt ist, ist die heapify-Funktion beendet.

Wiirde der Algorithmus zur Erstellung des Heaps auch funktionieren, wenn er
von oben nach unten, also von der Wurzel zu den Blattern, verlaufen wiirde?

Ja, ein Algorithmus zur Erstellung des Heaps kann auch funktionieren, wenn er von
oben nach unten, also von der Wurzel zu den Blattern, verlauft. Es handelt sich um
den sogenannten "top-down-heapify"-Algorithmus. Dieser lberpriift die Heap-Ei-
genschaft flir jeden Knoten und passt diese gegebenenfalls an, wahrend er von der
Wurzel zu den Blattern durch den Baum geht. Die einzelnen Schritte im Falle eines
Max-Heap sind dann wie folgt:

Beginne bei der Wurzel des Baumes.

Vergleiche den Wert des aktuellen Knotens mit den Werten seiner Kinder.
Wenn der aktuelle Knoten kleiner ist als einer seiner Kinder, tausche den Wert
des Knotens mit dem Wert des grésseren Kindes.

Gehe zum groésseren Kindknoten und wiederhole die Schritte 2-3, bis der aktu-
elle Knoten die Heap-Eigenschaft erfiillt oder ein Blatt erreicht wird.

Gehe zum nachsten Knoten in Richtung der Blatter und wiederhole die Schritte
2-4, bis der gesamte Baum {iberprift wurde.

Der top-down-heapify-Algorithmus ist somit etwas komplizierter als der bottom-
up-heapify-Algorithmus.

17




Heapsort GymiInf Fachdidaktik Il FS 2023

Binarbaum und heapify-Funktion

Erstellen Sie fiir die Zahlenfolge 2, 9, 5, 8, 1, 7, 3, 6, 4 einen Bindrbaum und wenden Sie
darauf die heapify-Funktion an, damit die Heapbedingung fiir einen Max-Heap erfiillt ist.

Bindrbaum

1. Aufruf heapify-Funktion

2. Aufruf heapify-Funktion

3. Aufruf heapify-Funktion

4. Aufruf heapify-Funktion

18
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.

Bindrbaum

2|9]15]8

11713|614

1. Aufruf heapify-Funktion

(2) (2)
FYoloJolY: Xoo)o

2o[sJEl 7] B

[2]o]s] 7 ]3]

2. Aufruf heapify-Funktion

2o ) [e] 1] e]4]

2] o B =] + JEARN 5] ]

(2] o el e ] JERE s ]4]

3. Aufruf heapify-Funktion

AN

N\

[5[2]6]4]

®

21E[]

1O

287N s 3] o] 4]

19
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4. Aufruf heapify-Funktion

lols]7) [1]s]3] Clel-E-[: @A [elsl7J8 ]2

20
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Heapsort-Laufzeitkomplexitat analysieren

0

Abschliessend méchten wir die Laufzeitkomplexitat des Heapsort-Algorithmus analy-
sieren. Daflir schauen wir uns die beiden Funktionen separat an:

a)

b)
C)

a)

heapify-Funktion zur Erstellung der Max-Heap-Eigenschaft (u.a. nach der Wur-
zelentfernung)

Build-Heap-Funktion zur Erstellung des Heaps

Gesamte Laufzeitkomplexitat von Heapsort

heapify-Funktion

Analysieren wir zuerst die heapify-Funktion, welche auch fiir den initialen Aufbau des
Heaps bendtigt wird. In der heapify-Funktion hangeln wir uns einmal von oben nach un-
ten durch den Baum. Die H6he eines Bindrbaumes wird ohne Wurzel gezéhlt.

1.
2.
3.

Zeichnen Sie einen Bindrbaum der Grdsse 7 (also 7 Knoten).

Zeichnen Sie einen zweiten Bindrbaum mit doppelter Anzahl Knoten.

Wie viele Stufen (also Ebenen) werden durch die Verdoppelung der Knoten (oder
Elemente) hinzugefiigt? Um welche Laufzeitklasse handelt es sich bei dieser Funk-
tion?

. Binérbaum mit n=7

. Bindrbaum mit n=14

. Laufzeitkomplexitdt?

Da die Hohe eines Bindrbaumes der Grésse n maximal log,n ist, wird der Bindrbaum
bei einer Verdopplung der Anzahl Knoten lediglich eine Ebene tiefer:

n=7 n=14

Wurzel

1. Stufe

2. Stufe O

3. Stufe

Die Komplexitat der heapify-Funktion ist demzufolge logarithmisch, also O(log n).
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b) Build-Heap-Funktion zur Erstellung des Heap
Zur Erstellung des Heaps wird fiir jeden Elternknoten die heapify-Funktion aufgerufen.
Gestartet wird beim letzten Elternknoten, riickwdrts laufend bis zur Wurzel.
1. Zeichnen Sie einen BinGrbaum der Grésse 21 (also 21 Knoten).
2. Wie viele Elternknoten sind vorhanden?
3. Um welche Laufzeitklasse handelt es sich bei dieser Funktion?

1. Bindgrbaum mit n=21

2. Anzahl Elternknoten?

3. Laufzeitkomplexitdt?

@ Ein Heap der Grosse n hat abgerundet n/2 Elternknoten. In einem Binarbaum mit n=21
Knoten gibt es 10 Elternknoten.

Da die Komplexitat der heapify-Funktion O(log (n)) ist, ist die Komplexitat flir die Build-
Heap-Funktion maximal O(n * log (n)).
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c) Gesamtlaufzeitkomplexitit von Heapsort
Uberlegen Sie sich basierend auf a) und b) die gesamte Laufzeitkomplexitét von Heaps-
ort und notieren Sie Ihre Uberlegungen:

-"&) Beide Teilalgorithmen haben gleiche Zeitkomplexitat.
e Die Laufzeit fiir die initiale Erstellung des Heaps ist O(n * log (n)).
e Die Gesamtlaufzeitkomplexitat fiir das Reparieren des Heaps nach der Wur-

zelentfernung ist auch O(n * log (n)).

Die Zeitkomplexitdt von Heapsort betragt demzufolge: O(n * log (n)).
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Heapsort-Algorithmus verstehen

L| Y JI Im eigentlichen Heapsort-Algorithmus machen wir
@ uns die Tatsache zunutze, dass das grésste Element O Unsortiert

des Max-Heaps immer an dessen Wurzel (also zu-
oberst im Baum beziehungsweise ganz links im Ar-
ray) steht. . Heapbedingung erfullt

. Heapbedingung nicht erfullt

. Sortiert

Schauen Sie sich die folgenden Illustrationen an und beschreiben Sie den Heapsort-Al-
gorithmus in eigenen Worten.

1l ) (© (&)
(&) | (5) E> (&) (5 E> (8) (5) E>
H DO O 060 O OO0 O
@ () &) € @

[e[e[s[7]2]3]1T«]e] [e[e[s[7T2[=[ <10 lelels]7]2[2]+]+]EM

1. Aufruf,

gxg ®E> eSo

le[s[s[71=[=] 1«1 BBBE[=[:1 ]« BEB-=[:[]-a

Heapbedingung zu tiberpriifen

oee ollo
y ooosooo

BHBBBENA - | la]7]5]e[2]:]:]«1E0
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i (s) (2) (4)
(SO oo
e@ DG O 606 O 6 @@ O

[s[7[s[el=[s[ [« [«[z[s]cl=[-] MR  [<I7]sle]2]:]- AEM

2. Aufruf,
Schritt 2 [> g [>
é é) é O OG6 @?@
BEEHR - | BEB - - HBEH s 5|
0 (@) 0
Lo 80, 68
ONO 6 ® O 206 O
A FE-E A FEEEEE B
2 et 9. O @

OBRo SRSCIN N
ojoloRoLdololoX Rdololo
Flels[«2[:]' A [+ IR [ 'lsls]+2]: EiAEd

3. Aufruf,
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¢>/ :>c>

[¢] CEEE  [E-nE:EEE (<000 an
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2000y 870

(5] (6 7]8 9] 6 7 8]0
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oJo » oX: » o »
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5. Aufruf,
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» 7 Op O O
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iy &) O
) 49 ORIN @/®\@ »

BEER: o - : - QABE: s 7 s SQMHBAB: 5 6750

6. Aufruf,

schri2 gy o o 0/0\3 o) S

s 5678 oflal3la 56789 456789

Lt @/@%) o @/®\° > @/® o

EIBE 567 c oWEIB: « slc 7 s offIBaa 56730

7.Aufru-1;, ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
Schritt 2 |:> _ |:>
3 45/ 78 ofll11213 4567/ o345 6780
8. Aufruf, Gé) #D @
Schritt 1 [:> E>
BBl 2 s c 75 offfl> 3456782345678
9. Aufruf o
112131415 6/7/8 9

Beschreibung des Heapsort-Algorithmus in eigenen Worten:
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Schritt 1: Das Wurzelelement als jeweils hochste Zahl wird mit dem letzten Element ge-
tauscht, so dass die hdchste Zahl an ihrer finalen Position sortiert im Array ist. Gedank-
lich wird das hdchste Element aus dem Baum entfernt und in der sortierten Teilfolge an
die richtige Position gebracht.

Schritt 2: Die heapify-Funktion wird auf dem neuen Wurzelknoten aufgerufen und auf
dem grosseren der beiden Kinder wiederholt, bis der ganze Baum wieder die Heapbe-
dingung fiir einen Max-Heap erflillt.

Achtung: Die heapify-Funktion wird nur auf den Knoten entlang des Weges von der
neuen Wurzel zu einem Blatt angewendet. Es werden also nicht alle Elternknoten be-
sucht.

Die Schritte 1 und 2 werden so lange wiederholt, bis der Baum nur noch aus einem Ele-
ment besteht. Dann ist das Array sortiert.
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Heapsort-Algorithmus anwenden

Fiihren Sie den Heap-Algorithmus auf folgendem Bindrbaum in Heapstruktur aus.

Binarbaum in
Heapstruktur

1. Aufruf

2. Aufruf

3. Aufruf

4. Aufruf
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5. Aufruf

6. Aufruf

7. Aufruf

8. Aufruf

9. Aufruf
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. Die Musterlosung zu obiger Aufgabe zeigt nur die notwendigen Vertauschungen. Die
'@ detaillierten Zwischenschritte werden aus Effizienzgriinden nicht gezeigt.

1. Aufruf

il

9
ABEBNEEEH - REAEBNEEH - IBBEANEEE - |

2. Aufruf

© O @
ﬁ> oRiCLJoN:C
(GO0 0006 ®OL G

BOEDOEE : - BRGEANNEE - - Ju00n0ee : -

3. Aufruf

Shsa 0 8

EIDEENE - « - ENCEIEENE - - - JOHEERE 7 - s

4. Aufruf
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oYo! MileYo
BB ' : - AAEEA: - = -
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5. Aufruf

t[]2]s IIHH «[1]2] - AR (- EIE

6. Aufruf

4
HBE: s 7: o MEHR: 56780

7. Aufruf

57 o

2| BEEOKEE - BRE0ER

8. Aufruf

o * U

Bl2:4s567:off2034/5673809

9. Aufruf

112 245607 8 0
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3. Fazit

In dieser Unterrichtssequenz zum Thema Heapsort haben die Schiiler:innen die grundlegenden
Konzepte der Binarbdume, der heapify-Funktion und des Heapsort-Algorithmus kennengelernt.
Sie haben gelernt, wie man Bindarbaume und Heaps erstellt und manipuliert und wie der
Heapsort-Algorithmus funktioniert. Auch haben die Schiiler:innen die Laufzeitkomplexitat des Al-
gorithmus analysiert.

Durch die Ubungsaufgaben haben die Schiiler:innen ihr Versténdnis des Heapsort-Algorithmus
vertieft und kdnnen nun eigenstdndig den Algorithmus durchfiihren.

Besonders hervorzuheben ist die fachdidaktische Komponente des Ampelsystems, das den Schii-
ler:innen grafisch einfach die Funktionsweise des Heap-Algorithmus erklart.

O Unsortiert

Heapbedingung zu tberpriifen

Heapbedingung erfiillt
. Heapbedingung nicht erfullt

. Sortiert
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